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Abstrakt 
Problematika (numerické) predikce tvárného porušení řeší v podstatě dva typy úloh. První a 
dnes nejrozšířenější skupina výpočtů je cílena na prevenci iniciace tvárného porušení. Druhý typ úloh 
lze charakterizovat jako cílené porušování, např. obrábění, stříhání, atd. K výraznému rozvoji proble-
matiky došlo v posledních desetiletích díky vývoji a lepší dostupnosti k výkonným výpočetním a ex-
perimentálním nástrojům. Uspokojivý popis tvárného porušení při víceosém proporcionálním a nepro-
porcionálním zatěžování však doposud chybí. Tato práce svým zaměřením pomohla objasnit některé 
neznámé a přispěla k pochopení chování vybraných materiálů při laboratorní teplotě a kvazistatickém 
zatěžování. 
Pro studium tvárného porušení byla vybrána austenitická ocel AISI 316L. Na ní byly provedeny 
jednoosé tahové zkoušky hladkých a vrubovaných vzorků, pěchovací zkoušky hladkých válečků a 
válečků s důlkem, dále zkoušky vzorků typu motýlek, zkoušky vrubovaných trubek a penetrační 
zkoušky. Z výsledků experimentů bylo kalibrováno pět jednodušších kritérií (ekvivalentní lomové 
přetvoření, Johnson-Cook, zjednodušený Bao-Wierzbicki, Rice-Tracey, RTCL) a pět tzv. univerzál-
ních kritérií (Bai-Wierzbicki, Xue-Wierzbicki, EMC, LOU, KHPS). 
Detailněji je řešena problematika penetračních testů nazývaná Small Punch Test (SPT). Ta po-
tenciálně umožňuje stanovení mechanických vlastností materiálů z řádově menšího objemu materiálu 
než standardní zkoušky. Jedná se o perspektivní nástroj zpřesňující posuzování při prodlužování ži-
votnosti komponent v provozu. Provedena byla důkladná citlivostní analýza. Vytvořena a odladěna 
byla inverzní úloha SPT s využitím optimalizačního programu OptiSLang pro získání mechanických 
vlastností přímo z křivky SPT. Dosaženo bylo pouze 2% odchylky při určení meze kluzu a 6% od-
chylky od meze pevnosti získaných z tahových zkoušek. Navrženo bylo několik úprav geometrie pe-
netračního vzorku pro kalibraci univerzálních kritérií. Kalibrovaná univerzální kritéria byla použita při 
simulaci porušení 3D modelu SPT. Nejlepší výsledky vykazují kritéria KHPS a EMC.  
 
Klíčová slova: křivka zpevnění, tvárné porušení, lomová kritéria, small punch test, notched tube, vzo-
rek typu motýlek, ocel AISI 316L 
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Abstract 
The issue of ductile damage prediction can be generally divided in two types of tasks. The first 
one is to preventing the initiation of ductile damage with is most common group of calculation today. 
The second task can be described as aimed damaging, such as machining, cutting, etc. The significant 
development of this issue occurred in recent decades by help of development and access to powerful 
computational techniques and new experimental possibilities. However, the behaviour of ductile dam-
age at multiaxial proportional and non-proportional loading is insufficiently described. This thesis 
helped to clarify some of the unknown this topic. It contributed to the understanding of selected mate-
rials behaviour at room temperature and quasistatic loading. 
Austenitic stainless steel AISI 316L was selected for detail study of ductile damage. A large 
number of experiments were performed on this material, such as uniaxial tensile tests of smooth and 
notched specimens, upsetting tests of smooth cylinder and special cylinder with dimple, butterfly spec-
imens, notched tube specimens and penetration tests. Experimental results is used for calibration of 
five so-called simple criteria, taking into account fracture strain and stress triaxiality (Equivalent frac-
ture strain, Johnson-Cook, simplify Bao-Wierzbicki, RT, RTCL) and universal criteria  
(Bai-Wierzbicki, Xue-Wierzbicki, EMC, LOU, KHPS). 
SPT potentially enable the determination of actual mechanical behaviour using only a fraction 
of specimen volume compared to standard specimen. It is promising tool to improve accuracy when 
assessing working life of components in operation. The inverse numerical simulation loop of SPT was 
designed using program OptiSLang on the basis of detailed sensitivity analysis. It was achieved 2% 
deviation of yield strength and 6% deviation of ultimate strength obtained from tensile tests. A several 
modification of SPT specimen was suggested for universal criteria calibration of small material  
volume. The 3D numerical model was built for numerical simulation with ductile damage simulation. 
The criteria KHPS and EMC gave the most accurate results.  
 
Key words: flow curve, ductile damage, small punch test, notched tube, butterfly specimen, steel  
AISI 316L 
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1. ÚVOD 
Práce se zabývá výpočtovou predikcí tvárného porušování kovových materiálů a navazuje na mou 
diplomovou práci [1] a disertační práci Ing. Jana Bořkovce, Ph.D. [2].  Zaměřuje se na nestandardní 
penetrační zkoušku nazývanou Small Punch Test (SPT). Popsána je problematika plastických defor-
mací včetně kalibrace křivek zpevnění pro tři různé materiály. Na základě nejnovějších poznatků  
z teorie tvárného porušení bylo vybráno a popsáno pět tzv. univerzálních kritérií, pro jejichž kalibraci 
byl navržen rozsáhlý experimentální program. Kalibrovaná univerzální kritéria jsou verifikována ex-
perimentálními zkouškami SPT. 
Pro určování aktuálních mechanických vlastností přímo z SPT, jako jsou Re a Rm a křivka zpevně-
ní, byl navržen a úspěšně odladěn inverzní konečnoprvkový algoritmus. Numericky byla také nastíně-
na možnost kalibrovat tzv. univerzální kritéria pomocí upravených SPT vzorků. 
 
1.1 Význam práce  
Problematika tvárného porušení doznala největšího rozvoje v tvářečských oborech a automobi-
lovém průmyslu. Tento mezní stav byl teoreticky zkoumán od přelomu 60. a 70. let 20. století, kdy 
byla většina kritérií empirického charakteru založená jen na kumulaci plastického přetvoření. Většina 
současných teorií a kritérií je poměrně komplikovaná pro kalibraci a finančně nákladná. Jejich nevý-
hodou je také závislost na rychlosti zatěžování a na teplotě. Navíc k výskytu mezního stavu tvárného 
porušení v inženýrské praxi nedochází tak často. To vše zřejmě posunulo intenzivnější výzkum této 
problematiky až do poslední dekády. 
Optimálním popisem mezního stavu porušení by bylo kritérium kombinující tvárné a štěpné po-
rušení. Taková teorie zatím není známa, byť se o ni někteří autoři pokoušeli, např. Seaman [3]. Krité-
ria tvárného porušení jsou tedy stále orientována a rozvíjena v oblasti „crash testů“, technologických 
operací a speciálních analýz (jakými jsou např. pády kontejnerů vyhořelého jaderného paliva, tlako-
vých nádob apod.). 
Závažným problémem v technické praxi je analýza chování trhlin ve svarech a přechodových 
vrstvách. Chování trhlin je popisováno např. jednoparametrickou elastoplastickou lomovou mechani-
kou, využívající iniciační hodnoty J-integrálu (J0,2) a R-křivky (J0,2 popisuje iniciaci šíření trhliny,  
R-křivka tvárné šíření trhliny). Je pravděpodobné, že šíření trhliny by se dalo simulovat v určité oblas-
ti vhodnými kritérii tvárného porušení. Tyto oblasti jsou pro standardní geometrie vzorků příliš malé. 
Je tedy vhodné využít objemově nenáročné zkoušky, jako je penetrační zkouška SPT. S její pomocí 
lze kalibrovat vhodná kritéria tvárného porušení a ty pak využit k výpočtu R-křivky a iniciační hodno-
ty J-integrálu (J0,2). 
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1.2 Cíle práce 
Disertační práce si klade za cíl analyzovat kritéria tvárného lomu a jejich vhodnost pro nume-
rickou simulaci SPT. Dále verifikovat kalibrovaná kritéria tvárného porušení na experimentech SPT a 
vytvořit metodiku pro vyhodnocování SPT s využitím inverzní numerické simulace.  
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2. NUMERICKÉ SIMULACE PRUŽNĚ-PLASTICKÝCH DEFORMACÍ 
Plastické chování materiálů lze popsat hned několika způsoby, a to od atomových vazeb a disloka-
cí, které upřednostňuje např. Pokluda [4], až k „makromodelům“ mechaniky kontinua. V této práci byl 
použit (pokud není uvedeno jinak) makroskopický popis plastické deformace s využitím plochy plasti-
city dle HMH (Hencky, von Mises, Huber), která není závislá na středním napětí. Plastické tečení je u 
ní nezávislé na normovaném třetím invariantu deviátoru napětí (tedy i Lodeho parametru). Tento pří-
stup je užíván především pro svou jednoduchost a relativní snadnost kalibrace. Mnoho prací však zmi-
ňuje nekorektnost, které se dopouštíme při nezahrnutí středního napětí a Lodeho parametru do pod-
mínky plasticity, neboť ty ovlivňují nejenom její velikost, ale také její tvar.  
 
2.1 Plastická deformace 
Pro popis plastického chování materiálu je nutná znalost následujícího: 
1) Mezní podmínka plasticity 
Ke vzniku plastické deformace dochází tehdy, pokud bod v materiálu dosáhne limitní kombi-
nace napětí. Ten je reprezentován podmínkami plasticity, které mohou mít v Haighově prosto-
ru  (           ) jakýkoliv konvexní geometrický tvar včetně rohů a vrcholů.  
Mezních podmínek plasticity bylo definováno již velmi mnoho. Od nejjednodušších, které 
jsou symetrické kolem oktaedrické roviny (kolmá na osu            ) v Haighově prostoru 
(k nejpoužívanějším patří HMH), až po modely těžko použitelné v inženýrské praxi, které ob-
sahují i několik materiálových konstant1. Jak ve svých pracích ukázali mnozí autoři (Bai a 
Wierzbicki [5], Mirone [6], Wilkins [7]), tyto modely zohledňují odlišnou mez kluzu v tahu, 
smyku i tlaku. Svým způsobem jsou tímto modelem i variace Gursonova modelu [8], [9]. Vy-
užití jednotlivých podmínek je v technické praxi silně omezeno jejich nedostatečnou imple-
mentací do komerčních programů. Více je o této problematice pojednáno v práci Hůlka [10]. 
2) Zákon plastického tečení 
Jedná se o vztah přírůstku plastického přetvoření k aktuálnímu stavu napjatosti a změny napja-
tosti. Tento přírůstek je u standardních algoritmů kolmý na plochu plasticity.   
 
 
                                                     
1
 Doposud nebyla navržena taková univerzálně platná podmínka plasticity, která by byla obecně uznávaná a 
použitelná pro inženýrskou praxi. 
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3) Zpevnění materiálu 
Rozeznáváme dva základní typy modelů. Prvním je izotropní model zpevnění, který upravuje 
plochu plasticity v deviátorové rovině symetricky. Druhým modelem je kinematický model 
zpevnění, který je vhodný při použití nemonotónního zatěžování, neboť zohledňuje Bauschin-
gerův efekt. 
 
2.2 Konstitutivní vztahy 
Z pohledu výpočtů metodou MKP je materiálová charakteristika plastického zpevnění nejčastěji 
vyjadřována ve formě multilineární závislosti.  
Konstitutivních vztahů pro popis plastického zpevnění bylo navrženo velmi mnoho. Některé 
z nich zohledňují nejenom vliv teploty, ale také rychlost přetvoření, příkladem je velmi často používa-
ný vztah autorů Johnson-Cook [11], viz rovnice 2.1, kde A, B, n, c, m jsou materiálové konstanty,  ̅  je 
redukované plastické přetvoření,  ̇  je rychlost redukovaného přetvoření pro referenční rychlost  ̇ , a 
kde    je homologická teplota 
    (   ( ̅
 ) )(      ̇  )(     ), (2.1) 
 ̇  
 ̇
 ̇ 
            
       
           
 . (2.2) 
Ve zprávě [10] bylo vyhodnoceno 16 konstitutivních vztahů nalezených v literatuře, kterými bylo 
aproximováno 10 křivek zpevnění různých materiálů (feritické, austenitické ocele, tvárná litina i sliti-
na hliníku). Nejmenší reziduum vykazuje modifikovaný vztah Voce uvedený v rovnici (2.3) 
           (   
    )    (   
    ). (2.3) 
Tento pětiparametrický vztah, nezohledňuje ani vliv teploty, ani rychlost přetvoření. Většina kon-
stitutivních vztahů je však multiplikativní a lze je velmi jednoduše rozšiřovat. Rovnici (2.3) tedy rozší-
říme o nestatické části vztahu (2.1), tedy o vliv teploty a rychlosti přetvoření  
      [     (   
    )    (   
    )]  [      (
 ̇
 ̇ 
)]  [  (
       
           
)
 
]. (2.4) 
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3. KŘIVKA NAPĚTÍ - PŘETVOŘENÍ 
Plastické chování materiálu se získává ze standardizovaných jednoosých tahových zkoušek, pro 
které se používají vzorky jak s kruhovým, tak obdélníkovým průřezem. Z tahové zkoušky získáváme 
tzv. smluvní závislost mezi napětím a přetvořením, která je vztažena k původnímu nezatíženému prů-
řezu. Za pomoci analytických vztahů vyjádřených rovnicemi (3.1) a (3.2) v mezích jednoosé napjatosti 
přepočítáme smluvní křivku na křivku skutečného napětí – logaritmického přetvoření. Přepočtem se 
dostaneme pouze do meze pevnosti (dále jen Rm), při které se lokalizuje krček a přestává platit jednoo-
sá napjatost.  
Za Rm se jedná o křivku redukovaného napětí – přetvoření. Zohlednění trojosé napjatosti  
(za Rm) provedl ve své korekci např. Bridgman [12], či Mirone tzv. korekcí MLR [13]. Dalším přístu-
pem k určení křivky zpevnění může být využití iterační inverzní numerické simulace. Jedním 
v poslední době rozvíjených přístupů je využití optických metod (např. Digital Image Correlation). 
      
 
 
 
  
    
  
 
  
  (   ) (3.1) 
   ∫
  ̅
 ̅
 
  
   
 
  
   (   ) (3.2) 
Takto získaná křivka  ̅   ̅  (nazývaná „flowcurve“, křivka redukovaného napětí – přetvoření, 
či křivka zpevnění) je jedním z nejdůležitějších vstupů do elasto-plastických simulací. U modelů plas-
ticity porézních materiálů (např. typu Gurson) či modelů mechaniky poškození kontinua je nutné tuto 
křivku určit pro matrici materiálu, tedy bez vlivu dutin vzniklých výraznou plastickou deformací. Ta-
kové kalibrace jsou velmi složité a nepostačuje k nim pouze tahová zkouška. V této práci byly použí-
vány kalibrované křivky zpevnění z tahových zkoušek materiálů obsahujících dutiny.  
 
3.1 Kalibrace křivky zpevnění 
3.1.1 Analytický přístup 
Tento přístup využívá empirického poznatku, že geometrie krčku není závislá na materiálu, ale 
na geometrii vzorku a okrajových podmínkách. Pro použití Bridgmanovy [12] korekce je nutná znalost 
průběhu průměru krčku a poloměru zaškrcení, což je finančně náročné. Její obdobu pro ploché vzorky 
vytvořil Zhang [14]. 
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Další, mnohem mladší korekcí je MLR, Mirone [13] na základě neuspokojivé přesnosti Bridg-
manovy korekce, která činí v některých případech více jak 10 %, navrhl korekci napětí a přetvoření 
v oblasti krčku polynomem při absenci znalosti zakřivení krčku. Dle autora se použitím této korekce 
vyjádřené rovnicemi (3.3) a (3.4) chyba křivky zpevnění sníží do 3 %. Nutnost použití korekce napětí 
při kalibraci křivky zpevnění je demonstrován na Obr. 3.1, kde    je přetvoření v místě Rm. 
    (      )          (      )
 
       (      )
 
       (      )
 
 (3.3) 
    (      )         (      )       (      )
 
      (      )
 
 (3.4) 
 
Korekce napětí za mezí pevnosti se provádí dle rovnice (3.5) 
 ̅( )  
    
    
     (   ( )    ) 
(3.5) 
 
Obr. 3.1 Průběhy napětí ve vzorku [13] 
3.1.2 Numerické inverzní přístupy 
Tyto přístupy vyžadují vytvoření konečnoprvkového modelu experimentu včetně shodných 
okrajových podmínek s experimentem. 
Metoda „pokus-omyl“ 
Metoda spočívá v analytickém výpočtu křivky plasticity do Rm, následuje výpočet hodnoty 
v krčku při lomu s korekcí MLR, neboť známe skutečný průměr krčku po lomu2. Bod Rm a bod lomu 
proložíme vhodným konstitutivním vztahem. Je žádoucí zachovat směrnici konstitutivního vztahu 
s body kolem Rm. Model se následně vyjádří jako multilineární a provede se paralelní numerická simu-
lace. Parametry konstitutivního vztahu za Rm se upravují tak dlouho, dokud se nedosáhne akceptova-
telného minima rozdílu mezi křivkami silové reakce experimentu a výpočtu. 
                                                     
2
 Je vhodné poznamenat, že geometrie krčku po lomu není téměř nikdy kruhová, navíc u velkých plastických 
deformací není dodržena neměnnost objemu materiálu z důvodu vzniku dutin. 
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Inverzní optimalizační metody 
Inverzní optimalizační metody jsou obdobou metody „pokus-omyl“ s tím rozdílem, že porovná-
ní vypočtené a experimentální křivky provádí matematický aparát. 
Z literatury jsou známy tři nejpoužívanější postupy řešení: 
 První je shodný s výše jmenovanou metodou pokus-omyl, kdy je minimalizován pouze rozdíl 
za Rm. Úloha má počet parametrů shodný s počtem materiálových konstant v konstitutivním 
vztahu (ty jsou hledány např. simplexovou, či evoluční metodou). 
 V druhém přístupu je celá křivka zpevnění proložena konstitutivním vztahem, jehož parametry 
jsou hledány. Tato metoda je vhodná při získávání křivky zpevnění ze vzorků, u kterých není 
dodržena jednoosá napjatost, jako třeba tahový vzorek s vrubem.  
 Třetí, poměrně nový přístup, je sekvenční iterační výpočet. Jedná se o hledání jednotlivých 
bodů multilineární křivky zpevnění za Rm, které jsou parametrem. Každý výpočet je restarto-
ván z posledního optimalizovaného bodu. Tato metoda je velice produktivní pro svůj nízký 
počet iterací3. 
3.1.3 Optické metody (DIC) 
“Digital Image Correlation“ (dále jen DIC), je metoda zpracování obrazu. Jde o poměrně novou 
metodu, která slouží především pro verifikaci výpočtových polí přetvoření a pro kontrolu zatěžovaní. 
Její podstatou je v průběžné snímání 3D povrchu vzorku, na který byl nanesen vzor (viz Obr. 3.2). 
Určení křivky zpevnění touto metodou komplikuje skutečnost, že u tahových hladkých vzorků dochází 
k největší plastické deformaci ve středu vzorku.  
V inženýrské praxi jsou využívány různé kombinace metod uvedených v kapitole 3.1.2 a 3.1.3.  
    
Obr. 3.2 NT vzorek s naneseným vzorem a polem celkového přetvoření 
                                                     
3
 U sekvenční metody nastává problém s konvergencí u materiálů s velkou tažností, kdy nedochází k výraznému 
zpevnění. Při takovém výpočtu začnou vypočtené silové reakce oscilovat. 
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3.2 Analýza výsledků kalibrovaných křivek 
V rámci této práce byla kalibrována křivka zpevnění materiálu AISI 316L od výrobců Acerinox 
a Uddeholm. Dále materiálů ČSN 41 2050 a P91. 
3.2.1 Základní mechanické vlastnosti 
Všechny experimenty byly prováděny na kruhových, osově symetrických hladkých vzorcích při 
laboratorní teplotě a kvazistatickém zatěžování. Geometrie vzorků je u různých materiálů odlišná, což 
je zaznamenáno v tabulkách níže. Tahové zkoušky byly provedeny dle ČSN EN 10002-1, prodloužení 
vzorku bylo snímáno extenzometrem až do lomu.  
3.2.2 Ocel AISI 316L 
Pro zjištění významnosti anizotropie způsobené válcováním materiálu byly provedeny tahové 
zkoušky. Měření bylo provedeno na pracovišti ÚFM4 a zkoušky byly provedeny na vzorcích vždy ve 
třech vyhotoveních, tj. pod úhlem 0° (č. vzorku 2, 3, 4*), 45° (č. vzorku 10, 11, 12) a 90° (č. vzorku 5, 
6, 7). Výsledky zkoušek v jednotlivých směrech byly zprůměrovány a vzájemně porovnány, viz Tab. 
1. Z průměrných hodnot výsledků a průběhů napětí na Obr. 3.3 je patrné, že i přes výraznou anizotro-
pii struktury nalezenou metalografickými výbrusů se průměrné hodnoty mechanických vlastností neli-
ší více než o 6 %. Anizotropii materiálu lze tedy považovat za nevýznamnou. 
Tab. 1 Mechanické vlastnosti oceli AISI 316L Acerinox 
Směr osy vzorku Č. vzorku 
d0 l0 S0 E Rp0.2 Rm Ag At 
[mm] [mm] [mm
2
] [GPa] [MPa] [MPa] [%] [%] 
0° 
2 8,005 40 50,33 182,6 352,92 622,33 47,8 63,0 
3 8,006 40 50,34 190,6 334,4 622,02 48,3 62,9 
4
*5 
8,001 40 50,28 123,6 278,48 621,94 48,8 63,6 
90° 
5 7,999 40 50,25 192,5 324,53 622,82 46,7 63,3 
6 7,990 40 50,14 198,4 325,49 622,99 47,0 63,1 
7 7,981 40 50,03 196,6 324,86 622,45 47,2 63,4 
45° 
10 7,987 40 50,10 196,5 321,63 611,16 51,2 67,3 
11 8,000 40 50,27 201,1 320,2 609,97 50,3 66,7 
12 8,001 40 50,28 183,7 320,4 609,87 50,9 66,7 
Průměrné hodnoty 7,997 40 50,22 192,8 328,1 618,4 48,7 64,4 
s
2
 (rozptyl) 0,000 0,000 0,01 40,018 106,165 32,703 2,641 3,08 
                                                     
4
 ÚFM - Ústav fyziky materiálů Akademie věd České republiky, v.v.i., Žižkova 22, Brno 
5
 Experiment vzorku č. 4 se nezdařil a není s ním dále uvažováno. 
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Směr osy vzorku Č. vzorku 
d0 l0 S0 E Rp0.2 Rm Ag At 
[mm] [mm] [mm
2
] [GPa] [MPa] [MPa] [%] [%] 
s (směrodatná odchylka) 0,008 0,000 0,10 6,326 10,304 5,719 1,625 1,755 
v (variační koeficient) 0,001 0,000 0,00 0,033 0,031 0,009 0,033 1,755 
 
Obr. 3.3 Výsledky průměrných hodnot tahových zkoušek a celková průměrná křivka zpevnění 
 
Křivka zpevnění pro materiál AISI 316L byla získána z průměrné smluvní křivky napětí - pře-
tvoření metodou „pokus omyl“ (popsanou v odstavci 3.1.2) a je ve formě multilineární závislosti. 
Multilineární křivka byla také aproximována konstitutivními vztahy Johnson-Cook [11] a Voce [10] 
viz Tab. 5. 
 
3.2.3 Ocel P91 
Jedná se o feritickou ocel. Polotovarem experimentálních těles je parovodní potrubí a veškeré 
výsledky tohoto materiálu spadají do projektu 13Z059 řešeného na ÚAM6. Vyrobeny byly tři stan-
dardní tahové vzorky, jejichž osy byly rovnoběžné s osou potrubí. V průběhu měření byl u všech 
vzorků snímán aktuální průměr krčku, jehož průměrné hodnoty jsou uvedeny v Tab. 3. Kalibrace křiv-
ky zpevnění byla provedena dvěma metodami: 
 analyticky, přepočtem na skutečné napětí - přetvoření s následnou MLR korekcí bodů 
za Rm získaných ze zaškrcení 
 inverzní numerickou simulací, kde byl konstitutivním vztahem pětiparametrický Vo-
ce. 
                                                     
6
 ÚAM, celý název Ústav Aplikované Mechaniky Brno s.r.o. Resslova 972/3, Veveří, Brno 602 00 
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Mezi vypočtenou silovou reakcí a experimentem viz Obr. 3.4 je vidět velmi dobrá shoda. Oba 
přístupy dávají obdobné výsledky. Z pohledu časové náročnosti kalibrace jednoznačně vítězí analytic-
ký přístup, který není třeba iterovat,  křivku lze získat během několika minut. U inverzní numerické 
metody trvá celá procedura několik desítek hodin. S metodou „pokus omyl“ je zkušený výpočtář 
schopen dosáhnout akceptovatelného výsledku do 10 iterací, tedy v řádu několika hodin. 
Základní mechanické vlastnosti materiálu P91 jsou uvedeny v Tab. 2. Hodnoty parametrů apro-
ximovaných konstitutivních rovnic jsou v Tab. 5. 
Tab. 2 Mechanické vlastnosti oceli P91 
Č. vzorku 
d0 l0 S0 E Rp0.2 Rm A Z dend 
[mm] [mm] [mm
2
] [GPa] [MPa] [MPa] [%] [%] [mm] 
P91_1 7,990 25,0 50,14 215,99 702,7 825,3 21,8 66,1 4,69 
P91_2 7,990 25,0 50,14 213,83 708,0 829,9 21,0 64,7 4,89 
P91_3 7,990 25,0 50,14 218,60 703,6 824,5 20,8 66,9 4,69 
Průměrné hodnoty 7,990 25,0 50,14 215,99 703,6 825,3 21,0 66,1 4,70 
s
2
 (rozptyl) 0,00 0,00 0,00 3,79 5,36 5,66 0,19 0,83 0,01 
s (směrodatná odchylka) 0,00 0,00 0,00 1,95 2,32 2,38 0,43 0,91 0,09 
v (variační koeficient) 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00 0,00 0,02 0,01 0,02 
Tab. 3 Průměrná hodnota průměru krčku  
d [mm] 7,750 7,126 5,731 5,013 4,796 4,758 
skutečné ε [-] 0,061 0,229 0,665 0,932 1,021 1,037 
skutečné σ [MPa] 879 975 1215 1360 1344 1169 
 
Obr. 3.4 Výsledky paralelní numerické simulace materiálu P91 
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3.2.4 Ocel ČSN 41 2050 
Jedná se o uhlíkovou konstrukční ocel určenou k zušlechťování a povrchovému kalení. Tento 
materiál byl již využit k stříhání včetně kritérií tvárného porušení v rámci diplomové práce [1]. Získa-
né mechanické vlastnosti jsou prezentovány v Tab. 4. Kalibrace křivky zpevnění byla provedena pou-
ze metodou „pokus omyl“, akceptovatelného rezidua bylo dosaženo po 16 iteracích. Porovnání výpo-
čtu a experimentu tahové zkoušky je na Obr. 3.5. Kalibrovaná křivka zpevnění je na Obr. 3.6.  
Dosažené výsledky numerických simulací stříhání a její problematika byla publikována 
v následujících článcích [15], [16], [17], [18], [19], [20] a [21]. 
 
Obr. 3.5 Výsledky paralelní numerické simulace 
Tab. 4 Mechanické vlastnosti oceli 12050.37 
Č. vzorku 
d0 l0 S0 E Rp0.2 Rm A Z dend 
[mm] [mm] [mm
2
] [GPa] [MPa] [MPa] [%] [%] [mm] 
1 6,000 30,0 28,27 179,0 301,0 492,0 38,8 64,8 3,56 
2 5,990 30,0 28,18 178,0 308,0 490,0 39,2 64,9 3,55 
Průměrné hodnoty 5,995 30,0 28,2 178,5 304,4 491,0 39,0 64,8 3,55 
s
2
 (rozptyl) 0,00 0,00 0,00 0,01 12,53 1,84 0,04 0,00 0,00 
s (směrodatná odchylka) 0,00 0,00 0,04 0,1 3,54 1,35 0,20 0,03 0,00 
v (variační koeficient) 0,001 0,000 0,002 0,001 0,012 0,003 0,005 0,000 0,001 
 
                                                     
7
 Ocel ČSN 412050 je také zkráceně označována 12 050.3, jedná se o žíhanou ocel. 
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Obr. 3.6 Křivka zpevnění materiálu 12050.3 
 
Tab. 5 Parametry vybraných konstitutivních vztahů 
Johnson-Cook A B n c m 
316L 281,20 1077,90 0,572 - - 
P91 624,50 537,31 0,262 - - 
12 050 235,04 741,42 0,457 0,02 1,4 
Voce C1 C2 C3 C4 C5 
316L 322,80 1580,20 0,936 105,93 18,565 
P91 640,46 270,73 48,954 417,32 0,885 
12 050 282,72 192,75 14,575 902,82 0,827 
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4. TVÁRNÉ PORUŠENÍ 
V této práci je tvárné porušení chápáno jako popis homogenního kontinua s významnou plastic-
kou deformací, která zapříčiní iniciaci makroskopického porušení. Tvárné porušení materiálu je tedy 
energeticky velmi náročný degradační mechanismus.  
Počátky popisu tvárného porušení sahají do 15. století8. První kritéria byla empirického charak-
teru a byla vztažená pouze k deformaci bez většího matematického popisu. K hlubšímu výzkumu do-
šlo až v 2. polovině 70. let minulého století. Nyní, díky numerickému modelování a jeho významnému 
využívání v průmyslové praxi, narůstá zájem o pružně plastické výpočty včetně zahrnutí popisu tvár-
ného porušení. To na jedné straně umocňuje snahu o vytvoření univerzálních kritérií a obecně platné 
teorie, na straně druhé nutí z finančních důvodů používat jednoduchá kritéria.  
Všeobecně uznávaným mechanismem tvárného porušení je v tahové oblasti při vyšších hodno-
tách triaxiality napětí       je vznik, růst a propojování dutin, které se tvoří kolem jiných fází, či 
vměstků v materiálu. V tlakové oblasti jde o porušení smykovým mechanismem, kde jsou např. v pří-
padě pěchování trhliny pod úhlem 45° vůči ose vzorku. Rozdíl morfologií lomových ploch je patrný 
na Obr. 4.1. K porušování ve zbylém rozsahu triaxiality napětí         dochází smíšeným mecha-
nismem.  
 
Obr. 4.1 Morfologie lomových ploch namáhaných tahem (vlevo) a tlakem (vpravo) 
 
 Přístupů k popisu iniciace tvárného porušení a jejich modelů je velké množství. Doposud žádný 
z nich není považován za univerzální. Jejich rozdělení se věnovala celá řada autorů jako Atkins [22], 
Mirone [6], Bao [23] a Besson [24]. Za zmínku stojí verze podle Basarana [25], který kritéria rozdělil 
do tří skupin. (I) Modely mikromechaniky, které popisují rozvoj proměnných, jakými jsou dutiny. 
Druhým, nejrozšířenějším přístupem jsou (II) nesvázané modely kontinua. Ty popisují tvárné poru-
šení nezávisle na modelu plasticity. Třetím skupinou jsou tzv. (III) „continuum damage models“ 
(CDM). Tedy modely, které svazují plastické chování materiálu s porušením.  
                                                     
8
 Leonardo da Vinci se pokoušel stanovit závislost mezi délkou ocelového drátu a jeho pevností 
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Při výpočtovém modelování šíření trhliny se nejvíce uplatňuje metoda vymazávání koneč-
noprvkových elementů. Při dosažení lomového kritéria je element z modelu vymazán. Negativem 
této metody jsou dynamické rázy9, ztráta objemu materiálu a citlivost na hustotu konečnoprvkové sítě. 
Mezi další metody modelování rozvoje trhliny patří bezsíťové metody (Meshless), k nejrozšířenější 
patří tzv. „Element Free Galerkin“ (EFG), kterou poprvé publikoval Belitschko [26], [27]. Porušování 
je realizováno uvolňováním vazeb v určitém okolí částic. Tyto metody již byly implementovány do 
několika komerčních programů, jako jsou LS-DYNA a Radioss. Mezi ostatní metody patří např. me-
toda kohezních prvků a tzv. „Extended finite element method“ (XFEM).  
 
4.1 Vliv triaxiality napětí a Lodeho úhlu na tvárné porušení 
4.1.1 Triaxialita napětí (η) 
Vliv středního napětí na mez kluzu studoval jako jeden z prvních Bridgman [12], jeho výzkum 
však významný vliv nepotvrdil. Historicky se této otázce věnovalo mnoho autorů s často různými vý-
sledky pro stejnou ocel. Odlišný vývoj měla otázka středního napětí na tvárné porušení. Již v 70. le-
tech Rice a Tracey [28] a McClintock [29] teoreticky popsali významnou (často uváděnou jako expo-
nenciální) závislost mezi triaxialitou napětí η  a lomovým přetvořením. To mnoho dalších autorů jako 
Borvick [30], [31], [32], Barsoum [33], Bai [5] potvrdilo pro různé ocele a slitiny hliníku. Tato závis-
lost byla pozorována nejen při jednoosém tahu a tlaku, ale i při kombinovaném namáhání. 
Triaxialita napětí má charakter bezrozměrného středního napětí10 a je charakterizována rovnicí 
4.1 a 4.3: 
  
  
    
 (4.1) 
4.1.2 Lodeho úhel (θ) 
První zmínky o vlivu Lodeho úhlu  na lomové přetvoření byly publikovány v práci Rice a Tra-
cey [28], ti však vliv hodnotili jako zanedbatelný. Bai a Wierzbicki [5] jako jedni z prvních prezento-
vali asymetrické kritérium s proměnným redukovaným přetvořením, triaxialitou a Lodeho úhlem (viz 
rovnice 4.14). 
                                                     
9
 Pro snížení dynamických rázu vymazáním elementů se používají různé metody postupného snižování jejich 
tuhosti.  
10
 Hydrostatický tlak je roven          
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Jak napsal Basaran [25], význam Lodeho úhlu pro tvárné porušení je značně závislý na materiá-
lu. Větší význam má, zdá se, u hliníkových slitin, než u ocelí, přičemž jeho význam klesá s rostoucí 
triaxialitou napětí. 
Většina prací, včetně našich výsledků, ukazuje, že redukované plastické přetvoření je při inicia-
ci dosahované jednoosým tahem ( ̅=1) je vyšší, než při jednoosém tlakovém namáhání ( ̅=-1). Dalším 
poznatkem je, že přetvoření při iniciaci dosahované při rovinné deformaci ( ̅=0) je obecně nižší než 
jednoosé tahové či tlakové napjatosti. Kriteriální plocha tvárného porušení tak má v rovině  ̅    ̅ 
konvexní tvar. Tento tvar bývá nesymetrický, jak je vidět v grafu autorů Bai-Wierzbicki na Obr. 4.2. 
 
Obr. 4.2 Nesymetrické kritérium Bai – Wierzbicki [5] 
 
4.1.3 Oblast bez porušení „cut-off“ 
Jedná se o ohraničení platnosti kritéria tvárného porušení v rovině triaxialita napětí η – normali-
zovaný Lodeho úhel  ̅, za kterou nedochází k porušení. Analýzou experimentálních zkoušek Brigd-
mana v tahu a tlaku [12]  dospěli Bao a Wierzbicki [34] k závěru, že k porušení materiálu nedochází 
při nižší triaxialitě napětí než       . Význam „cut-off“ potvrdil i Teng [35], [36] při simulaci 
impaktu projektilů na tuhé desky a vyhodnocení šesti kritérií. 
Několik autorů se pokusilo provést experimenty, při nichž bylo dosaženo hodnoty triaxiality na-
pětí nižší než       . To se podařilo Khan [37] při neproporcionální biaxiální tlakové zkoušce a 
také nám s jednoosou tlakovou zkouškou vzorku s jamkou, viz kapitola 5.3. Jedním z možných vy-
světlení je proměnná hodnota „cut-off“ na Lodeho parametru. Proměnlivá hodnota „cut-off“ 
v závislosti na Lodeho parametru byla implementováno do několika kritérií např. Extended Mohr-
Coulomb (Obr. 4.3). 
Teoretický podklad k fenoménu „cut-off“ doposud chybí, možná i proto není implementován ve 
většině kritérií. 
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Obr. 4.3 Proměnná oblast cut-off [38] 
 
4.2 Stav napjatosti  
Napjatost v bodě materiálu je jednoznačně popsána tenzorem napětí. Klasická podmínka plasti-
city závisí pouze na deviátorové složce tenzoru napětí (4.2). Pokud budeme uvažovat izotropní homo-
genní materiál, lze Von Misesovu podmínku plasticity definovat vztahem (4.4). Redukované plastické 
přetvoření lze vyjádřit ve tvaru rovnice (4.5). Hledaná závislost  ̅( ̅ ) odpovídá křivce zpevnění mate-
riálu, kterou lze vyjádřit konstitutivními vztahy diskutovanými v kapitole 2.2. 
        
   
 
   , (4.2) 
         
   
 
    
 
 
(           ), (4.3) 
√
 
 
                  →        ̅      ,    
(4.4) 
 ̅  ∫ √
 
 
     
      
    
 
 
. (4.5) 
  
Pro doplnění jsou níže uvedeny tvary invariantů (rovnice 4.6 až 4.11) „celého“ tenzoru napětí 
(označujeme „I“) a deviátorové složky tenzoru napětí (označujeme „J“). 
                    , (4.6) 
    , (4.7) 
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Stav napjatosti je možné vyjádřit také graficky (Obr. 4.4), Haighův prostor hlavních napětí 
(        ) bývá zobrazován v souřadném systému (         ), který pro popis modelu plasticity a 
modelu porušení využili Xue, Bai a Wierzbicki [39], [40]. Využíván je také kulový souřadnicový sys-
tém (        ). Vektor napětí   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ je vyjádřen ve válcovém souřadném systému (     ), kde osa z je 
osou středního napětí, θ je Lodeho úhel [41] a r přírůstek redukovaného napětí. Rovina, která prochází 
počátkem O a je kolmá k ose středního napětí, se nazývá deviátorová. Ve válcovém s.s. je možné vek-
tor   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ rozdělit na část středního napětí   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (rovnice 4.12) a na ní kolmou oktaedrickou   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (rovnice 
4.13). Hodnota vektoru  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  koresponduje s redukovaným napětím dle HMH. 
  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   √                        
 
 
  , (4.12) 
  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   √
 
 
 ̅                  ̅   √
 
 
[(     )  (     )  (     ) ] 
(4.13) 
 
Obr. 4.4 Zobrazení stavu napjatosti v Haighově prostoru [25] 
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Třetí proměnná má v literatuře mnoho podob jako např. již zmiňovaný Lodeho úhel  , normali-
zovaný Lodeho úhel  ̅, Lodeho parametr, nebo normalizovaný třetí invariant deviátoru napětí  . Jejich 
přehled uvádí Graham [42]. Tyto parametry nejsou definovány na ose středního napětí. 
 
Obr. 4.5 Deviátorová rovina v Haighově prostoru [25] 
 
Lodeho úhel   lze vyjádřit rovnicí 4.14: 
       [
 
√ 
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  ⁄ ), (4.14) 
  
     
     
, (4.15) 
Normalizovaný Lodeho úhel  ̅ lze vyjádřit rovnicí 4.16: 
 ̅    
   
 
, (4.16) 
Lodeho parametr μ lze vyjádřit rovnicí 4.17: 
  
          
     
, (4.17) 
Normalizovaný třetí invariant ξ lze vyjádřit rovnicí 4.18: 
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Přepočty mezi jednotlivými formulacemi lze vyjádřit rovnicemi 4.19 až 4.21: 
   
 
 
                        (
 
√ 
), (4.19) 
     [
 
 
(   ̅)]                     (  ), (4.20) 
 ̅     
  
 
               ̅    
 
 
       , (4.21) 
 
Jednotlivé formulace se liší i nabývajícími hodnotami. Ty jsou porovnány v Tab. 6. 
Tab. 6 Mezní hodnoty jednotlivých proměnných 
Proměnná Axisymetrický tah 
Čistý smyk, 
rovinná deformace 
Axisymetrický tlak 
Lodeho úhel     
 
 
 0 
 
 
 
Azimutální Lodeho úhel    0 
 
 
 
 
 
 
Normalizovaný Lodeho úhel  ̅ 1 0 -1 
Lodeho parametr   -1 0 1 
Normalizovaný třetí invariant   1 0 -1 
 
4.3 Modely mikromechaniky 
Tento přístup vznikl na základě přímého pozorování tahových zkoušek. V šedesátých letech mi-
nulého století byly publikovány první práce uvažující o materiálu jako o nehomogenním. Z pohledu 
mikromechaniky je na materiál pohlíženo jako na dvoufázový, jednu fázi představuje matrice, druhou 
dutiny. Tvárné porušení se dělí na fázi iniciace dutin, jejich růst a propojování, které vede k tvorbě 
magistrální trhliny a končí lomem.  
 Autoři prvních teoretických prací McClintock [43], který studoval válcovou dutinu a Rice 
s Tracey [28], kteří se zaměřili na kulovou dutinu, se shodli na exponenciální závislosti středního na-
pětí    na iniciačním přetvoření   . Nejznámější prací je Gursonův model [8], kde je podmínka plas-
ticity závislá na středním napětí. Gurson dal do souvislosti také iniciaci, rozvoj a koalescenci dutin. 
Jeho model má ale několik nedostatků, jedním z nich je predikce ztráty tuhosti při dosažení objemu 
dutin v matrici f=1, což znamená vyplnění objemu materiálu pouze dutinami. Objem dutin je měřít-
kem poškození a vede k iniciaci porušení. To je problém při tlakovém namáhání, kdy dutiny téměř 
nevznikají. Přesnost Gursonova kritéria je tedy při nízké triaxialitě napětí a smykovém namáhání vel-
mi nízká. Nevýhodou je také absence Lodeho parametru. Nespornou výhodou kritéria je jeho fyzikální 
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podstata, dočkalo se tak mnoha úprav a rozšíření. Mezi nejznámější patří kritérium Gurson-Tvergaard-
Needleman (GTN) [9], které je implementováno v převážné většině MKP programů. Tvergaard 
s Needlemanem rozšířili Gursonův model o tři materiálové konstanty q1-q3. Modifikaci pro porušení 
smykem provedl Nahshon a Hutchinson [44], a Xue L. (z MIT) [45], Xue Z. [46] ji poté experimen-
tálně ověřil. Modifikaci pro nízkou triaxialitu napětí vypracoval Reis [47] a Hao[48] zohlednil vliv 
teploty a rychlosti přetvoření. 
 
4.3.1 Kritérium GTN 
Vyčerpávající přehled upravených variací GTN kritéria poskytl Besson [24] a Lassance [49]. 
Níže popíšeme nejpoužívanější rozšířené Gursonovo kritérium Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) 
[9],[50]. Autoři Tvergaard a Needleman se pokusili zlepšit popis plastizace původního kritéria při 
nízkém podílu dutin a při úplné ztrátě tuhosti materiálu, kdy docházelo ke ztrátě tuhosti příliš pozdě.  
Rozvoj dutin je popsán jako součet jejich růstu a nukleace, podle rovnice 4.23 
    ̇        ̇         , (4.23) 
  ̇      (   )  ̇ 
                  ̇          
    ̇̅
 
  √  
  
 
 
 
 (
 ̅    
  
)
 
            ̅̇  
   ̇ 
(   )  
, 
(4.24) 
 
Tvergard s Needlemanem rozšířili Gursonovu plochu plasticity o konstanty           a funkci  
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objemový podíl dutin při lomu se vypočte podle rovnice 4.27 
  ̅  
   √  
    
  
. 
(4.27) 
 
Tento model je poměrně složitý, navíc obsahuje až 10 materiálových konstant, které se určují 
poměrně složitě. To jsou důvody proč si GTN nenašel cestu k průmyslovému využití. Besson ve své 
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 29 
prezentaci [51] citoval mnoho autorů, kteří některé materiálové parametry definují jako konstanty. 
Např.                      
         .   
4.4 Nesvázané modely kontinua 
Tento přístup vychází z popisu materiálu jako homogenního kontinua, tedy průměrných vlast-
ností a chování matrice s dutinami, inkluzemi i mikrotrhlinami. Jistým zjednodušením je výpočet kri-
tické hodnoty kritéria nezávisle od modelu plasticity. Kalibrace modelů je tedy jednodušší než u mo-
delů mikromechaniky a CDM.  
Kritéria je možné rozdělit na (a) statická, (b) kritéria zohledňující vliv rychlosti přetvoření (c), 
vliv teploty a (d) kombinující jednotlivé vlivy. Posledním rozdělením je počet kalibračních parametrů, 
které určují i minimální počet nezávislých experimentálních zkoušek11 nutných k jejich kalibraci. 
 
4.4.1 Jednoparametrická kritéria 
Jedná se o nejstarší jednoparametrická empirická kritéria, která jsou implementována ve většině 
MKP programů. Mezi nejpoužívanější patří kritérium kumulovaného redukovaného přetvoření, viz 
rovnice (4.28). K porušení dochází při dosažení kritického redukovaného přetvoření. Přestože je již z 
publikací McClintoka [43], [29] zřejmé, že lomové přetvoření nezanedbatelně ovlivňuje střední napětí, 
tak je toto kritérium pro svou jednoduchost stále intenzivně využíváno. 
 ̅    ̅    
(4.28) 
Dalšími hojně citovanými a používanými jednoparametrickými kritérii jsou např. Clift [52], 
Cockcroft, Latham [53], Brozzo [54], RTCL [55]. 
 
4.4.2 Víceparametrická kritéria 
Přestože jsou více parametrická kritéria nákladnější na svou kalibraci a měla by zajišťovat přes-
nější popis iniciace, tak je většina z nich schopna uspokojivé predikce pouze takových dějů, pro které 
byla kalibrována. 
Johnson-Cook 
Mezi nejpoužívanější patří kritérium Johnson-Cook [11], [56], jedná se o funkci zahrnující vliv 
triaxiality napětí, rychlosti přetvoření a teploty. Konstitutivní vztah byl již popsán v rovnici (2.1) a 
                                                     
11
 Nezávislými experimentálními zkouškami jsou zde myšleny takové experimenty, při kterých k iniciaci poru-
šení dochází při odlišné napjatosti, která je charakterizována triaxialitou napětí (η) a Lodeho parametrem ( ). 
Dosáhnout je lze buď změnou geometrie vzorku (např. tahový vzorek s různým poloměrem vrubu), nebo typem 
namáhání (tah, tlak, tah+smyk, atd.). 
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rovnici (2.2). Kritérium tvárného porušení má tři části, kdy materiálové parametry D1 až D3 vychází ze 
statických zkoušek, D4 z dynamických a D5 při zvýšených teplotách 
 ̅ (   ̇  )  (       
    )(       ̇
 )(     
 ). (4.29) 
Bai-Wierzbicki 
Bai a Wierzbicki [5] publikovali asymetrický model porušení s parabolickou závislostí na 
Lodeho úhlu. Vztah mezi triaxialitou napětí a lomovým přetvořením je exponenciální dle Rice-Tracey. 
Kritérium obsahuje 6 kalibračních parametrů N1 až N6. 
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(   ). (4.30) 
Xue-Wierzbicki 
Xue [40] v roce 2005 jako jeden z prvních zdůraznil význam Lodeho parametru. Jeho symetric-
ké kritérium obsahuje 4 kalibrační parametry. Tato forma kritéria využívá exponent zpevnění 
z modelu plasticity n.  
 ̅ (   )     
(    )  [   
(    )     
(    )]  (  | | )
 
 . (4.31) 
Xue-Wierzbicki 2 
Na základě testovacích analýz bylo kritérium Xue-Wierzbicki modifikováno. Parametr expo-
nentu plastického zpevnění byl nahrazen plnohodnotným kalibrovaným parametrem   . Tato úprava 
zlepšuje aproximaci kritéria na kalibrační body (viz Obr. 6.3). 
 ̅ (   )     
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(    )     
(    )]  (  | |  )
 
  . 
(4.32) 
Lou 
Lou [57], [58] prezentoval poměrně nedávno své kritérium zohledňující jak triaxialitu napětí, 
tak Lodeho parametr s „cut-off“ (viz rovnice 4.33 až 4.34). Kritérium upravil do podoby 
s proměnlivým „cut-off“ [59] a prezentoval použití na vysoce pevných ocelích (AHSS) [60].   
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KHPS 
Toto kritérium vzniklo na pracovišti ÚMTMB12. Navrhnul jej Ing. Petr Kubík. Jedná se o pěti-
parametrické kritérium. Základem je hyperbolický tvar cut-off, který je kalibrován parametry D1 až 
D3, 
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(4.36) 
KHPS2 
Ing. Kubík původní kritérium modifikoval rozvinutím do polynomického tvaru s příspěvkem 
jednoho materiálového parametru, 
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(4.38) 
Extended Mohr-Coulomb 
Toto kritérium nazývané také někdy Modified Mohr-Coulomb (MMC) je výsledkem validace Bai 
[38], který upravil klasické Mohr-Coulomb kritérium13 [61] do podoby s triaxialitou napětí a Lodeho 
parametrem. Kritérium prezentované v rovnici (4.39) je dvouparametrové a využívá exponentu plas-
tického zpevnění n. Toto kritérium je díky dobrým výsledkům při nutnosti kalibrovat pouze dvě kon-
stanty materiálu velmi citováno[62], [63], [64], [65]. 
 ̅ (   ̅)  {
 
  
[√
    
 
 
   (
  ̅
 
)    〈  
 
 
   (
  ̅
 
)〉]}
 
 
. (4.39) 
Extended Mohr-Coulomb 2 
Jedná se u modifikaci původního kritéria vyjádřeného rovnicí 4.39. Exponent zpevnění je v rov-
nici 4.40 nahrazen kalibračním parametrem   , což vede ke zlepšení aproximace kriteriální plochy 
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12
 Ústav mechaniky těles, mechatroniky a biomechaniky, Fakulta strojního inženýrství, Vysoké učení technické 
v Brně  
13
 Mohr-Coulombovské kritérium porušení říká, že k iniciaci porušení dochází při dosažení kritické hodnoty 
kombinace normálového a smykového napětí    (      )  
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4.5 Svázané modely poškození kontinua (CDM) 
V mechanice kontinua je poškození (damage) interní proměnnou. Některé výsledky (Murakami 
[66]) ukazují, že by se poškození mělo popisovat anizotropní veličinou a měla by být použita matice 
poškození. Přesto však většina prací prezentuje dostatečnou přesnost s předpokladem izotropního cho-
vání materiálu. Materiál je zde uvažován jako homogenní kontinuum včetně dutin, inkluzí a jiných 
fází. Poškozování materiálu je spojeno s popisem plasticity a navzájem se ovlivňují. Tento popis je 
mnohem realističtější, neboť nedochází ke skokové iniciaci jako u nesvázaných modelů. Problémem je 
však jejich kalibrace. Koncept poškození mechaniky kontinua publikoval poprvé Kachanov [67], [68] 
v kontextu creepu. Jeho myšlenky byly dále rozvinuty např. Lemaitre [69] a Saanouni [70], kteří do-
vedli své myšlenky k praktickému užití [71], [72], [73]. 
Nedávno navržená svázaná kritéria prezentovali  Rousselier [74] a Xue [75], který jeho matema-
tický aparát prezentoval v doktorské práci [40].   
 
4.6 Kumulace tvárného porušení 
Hodnoty proměnných kritérií tvárného porušení (η, θ) se v průběhu zatěžování často výrazně 
mění. Je proto nutné zvolit jednotný přístup k vyhodnocení numerických simulací experimentů. 
V literatuře je nejčastěji užíváno průměrování hodnot podle rovnice (4.41). Tento přístup je použit pro 
všechny naše numerické simulace experimentů. Na Obr. 4.6 je prezentován vliv průměrování proměn-
ných. 
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Obr. 4.6 Průměrované kalibrační proměnné pěchovacích zkoušek a SPT 
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Tvárné poškození materiálu je obecně kumulativní funkce. Ta předpokládá iniciaci poškození 
v průběhu historie zatěžování při dosažení kritické hodnoty, která bývá často číslo 1. Je mnoho kritérií, 
jako např. kritické plastické přetvoření a EWK14, jejichž parametry poškození jsou přímo kalibrovány. 
Parametr poškození D vyjadřující kumulaci je nejčastěji používán (pro kritérium Xue-Wierzbicki) ve 
tvaru uvedeném v rovnici (4.42).  
  ∫
  ̅ 
 ̅ (   )
  
 ̅ 
 
. (4.42) 
Přírůstek parametru poškození nemusí být nutně vždy lineární, jak upozorňuje Basaran [25]. 
Někteří autoři jako Bai [76], Xue [77] navrhli nelineární popis kumulace. Porovnání lineární a neline-
ární kumulace je na Obr. 4.7.  
 
Obr. 4.7 Porovnání lineární a nelineární kumulace parametru poškození Basaran [25] 
 
4.7 Kalibrace parametrů kritérií tvárného porušení 
Jedna z významných prací je kalibrace a vyhodnocení sedmi vybraných kritérií při kvazistatic-
kém zatěžování, kterou publikoval Wierzbicki [78]. Dalšími autory jsou např. Mohr [79], Mae [80], 
Xue [81], Hůlka [18] a Kubík [82]. Teng [36] se zabýval kalibrací při vysokých rychlostech. 
Všechna kritéria tvárného porušení obsahují jeden či více materiálových parametrů. Proměnnými 
jsou nejčastěji redukované plastické přetvoření  ̅ , triaxialita napětí η, normovaný třetí invariant ten-
zoru napětí ξ, střední napětí σm atd. Jejich určení není možné z experimentu přímo a je nutné provést 
paralelní numerickou simulaci experimentu. Postup kalibrace lze shrnout do následujících bodů: 
 Navržení vhodných experimentů pro kalibraci. 
 Vytvoření identických konečnoprvkových modelů včetně zatěžování do okamžiku iniciace po-
rušení. 
                                                     
14
 Kritérium EWK ESI-Wilkins-Kamoulakos je implementováno v programu PamCrash. Jedná se o rozvinuté 
kritériem Wilkins[7],[127], [128], [129], [130] 
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 Odečtení časového průběhu kalibračních proměnných (např.         ) z místa iniciace do 
okamžiku porušení. 
 Zpracování proměnných (např. průměrování dle rovnice (4.41))15. 
 Minimalizace rozdílu mezi plochou kritéria a kalibračními body (metoda nejmenších čtverců) 
a nalezení parametrů kritéria. 
 Verifikace kalibrovaného kritéria. 
Při paralelní numerické simulaci je důležité zohlednit historii zatěžování, a to zvláště u víceosé-
ho zatěžování, ke kterému dochází např. u vzorků typu motýlek, či NT těles. Při provedení většího 
počtu experimentů, než je počet kalibračních konstant, je dobré do optimalizace zahrnout statistiku a 
váhové funkce.  
Tímto postupem byly provedeny kalibrace parametrů kritérií v této práci.  
4.8 Kalibrační tělesa 
Kalibrační tělesa je vhodné rozdělit dle původu polotovaru, a to na tělesa pro plechy a objemové 
materiály. Podnětem pro vznik rozličného množství geometrií vzorků je snaha se při kalibraci přiblížit 
napjatosti na simulovaném reálném produktu a u univerzálních kritérií popsat co možná nejširší pole 
napjatosti. Výběr některých těles s možnostmi popisu je na Obr. 4.8. Při snaze o snížení nákladů a 
zefektivnění kalibrace byly navrženy i „univerzální“ vzorky, jakými jsou např. vzorky typu Hašek, 
motýlek a vrubované trubky.   
 
Obr. 4.8 Možnosti kalibrace jednotlivými tělesy  
                                                     
15
 Zpracování proměnných kalibrace, tedy metoda získávání bodů proměnných do kalibrace není doposud uspo-
kojivě popsána. 
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5. EXPERIMENTY PROVEDENÉ NA OCELI AISI 316L 
 
Pro kalibraci parametrů tzv. „univerzálních kritérií“ je nutné provést řadu experimentů, a to při 
jednoosé tahové, tlakové, rovinné napjatosti a rovinné deformaci. Takovýchto stavů napjatosti se vět-
šinou dosahuje kombinací tahu, tlaku a krutu nebo smyku.  
Vedle standardních geometrií zkušebních těles byla navržena ve skupině prof. Petrušky  
(ÚMTMB) zcela nová geometrie vzorku pro pěchování (válcový vzorek s jamkou) umožňující dosa-
žení triaxiality napětí nižší než η < -1/3. Ing. Kubík (ÚMTMB) navrhl úpravu vzorku vrubované trub-
ky (dále jen NT těleso) pro dosažení různých napěťových stavů. Několik vzorků použitých při experi-
mentech je prezentováno na Obr. 5.1. 
Všechny MKP výpočty vychází z předpokladu materiálu jako izotropního, homogenního konti-
nua s izotropním zpevněním a HMH podmínkou plasticity. Všechny důležité části numerických mode-
lů pro kalibrace byly síťovány se stejnou velikostí elementů 0,075 mm. 
Výsledky z NT těles jsou porovnány s výsledky z motýlků, jejichž geometrie vychází z Bai 
(MIT), kalibrované plochy a parametry jednotlivých kritérií jsou uvedeny v kapitole 5.6. 
 
 
Obr. 5.1 Geometrie experimentálních vzorků materiálu AISI 316L 
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5.1 Výběr materiálu 
Výběr materiálu pro experimenty byl orientován na jadernou energetiku. V ÚAM Brno byly již 
v minulosti prováděny simulace vlivu technologie svařování na distorze toroidního jádra Tokamaku 
ITER, který je vyráběn z vysokolegované austenitické ocele AISI 316L. Tento materiál je hojně vyu-
žíván pro konstrukci komponent jaderných elektráren firmy Westinghouse. Zakoupeným materiálem 
je tavba č. A2TO od firmy ACERINOX ve formě válcovaných desek o tloušťce 20 mm. Pro tento 
materiál byla provedena chemická analýza i metalografické vyhodnocení. 
Okrajově byla také zkoumána uhlíková ocel ČSN 412050, jejím polotovarem byla žíhaná ty-
čovina o průměru d = 12 mm. Provedeny byly pouze tahové zkoušky hladkých a vrubovaných vzorků.  
Pro studium inverzní úlohy SPT (viz kapitola 6.3) byla použita feritická ocel P91.  
 
5.1.1 Chemické složení ocele AISI 316L 
Prvním krokem experimentálního programu byla chemická analýza. Ta byla provedena v Ústa-
vu materiálových věd a inženýrství VUT v Brně (ÚMVI)16. Její výsledky a údaje z materiálového listu 
jsou uvedeny v Tab. 7. 
Tab. 7 Chemické složení ocele AISI 316L v hm.% 
 C Cr Mn Mo N Ni P S Si 
Materiálový list 0,022 16,637 1,181 2,122 0,045 10,143 0,025 0,002 0,367 
ÚMVI 0,010 17,100 1,290 2,160 - 10,300 0,031 0,003 0,380 
 
5.1.2 Metalografie ocele AISI 316L 
Polotovarem pro experimentální vzorky byly dvě válcované tabule o rozměrech  
400x300x20 mm, viz Obr. 5.2. Pro zjištění struktury směru jejich válcování byly provedeny metalo-
grafické výbrusy po tloušťce tabule ve dvou na sebe kolmých směrech. Bylo zjištěno, že směr válco-
vání je u obou tabulí shodný s osou „y“ (viz. Obr. 5.3). 
Přítomnost nemalých množství δ-feritu v austenitických ocelích omezuje vznik trhlin za horka, 
např. při svařování. Válcováním materiálu dochází k usměrnění tohoto δ-feritu. Očekává se proto vý-
razné anizotropní chování materiálu. Z tohoto důvodu byly u obou tabulí provedeny tahové zkoušky 
vždy ve třech směrech.  
                                                     
16
 Ústav materiálových věd a inženýrství, Fakulta strojního inženýrství, VUT v Brně, Technická 2, Brno 616 69 
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Obr. 5.2 Polotovary AISI 316L pro experimentální program 
      
Obr. 5.3 Metalografické výbrusy AISI 316L s naznačeným směrem válcování 
 
5.2 Tahové zkoušky 
Tahové zkoušky byly provedeny při kvazistatickém zatěžování a laboratorní teplotě pro oba ma-
teriály (AISI 316L  a ČSN 41 2050) dle standardu ČSN EN 1002-1 (ČSN 420310). Z hladkých vzorků 
byly určeny základní mechanické vlastnosti, včetně křivek zpevnění, prezentované v kapitole 3.2. 
Vedle standardních zkoušek byly provedeny i zkoušky s třemi typy vrubů o poloměrech r = 5,0 mm,  
r = 2,5 mm a r = 1,2 mm, s kterými je možné dosáhnout odlišné velikosti triaxiality napětí η. Použitá 
geometrie tahových vzorků pro materiál AISI 316L je na Obr. 5.4.  
Zkoušky byly provedeny na dvou pracovištích odlišnými zařízeními, viz Tab. 8. Provedeny byly 
2-3 tahové zkoušky všech geometrií. Posuv byl měřen extenzometry v celém průběhu až do okamžiku 
porušení. Záznamy zkoušek byly průměrovány a byly provedeny paralelní numerické simulace do 
okamžiku iniciace porušení. Výsledky simulací ocele AISI 316L jsou na Obr. 5.5. 
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Obr. 5.4 Geometrie hladkého vzorku s prodlouženými hlavami pro následnou výrobu SPT vzorků (a), 
vzorek pro jednoosý tah s vrubem 5,0 mm (b), 2,5 mm (c), 1,2 mm (d) 
 
 
Obr. 5.5  Výsledky paralelní numerické simulace tahových zkoušek hladkých (a) a vrubovaných 
R=5,0 mm (b), R=2,5 mm (c), R=1,2 mm (d) vzorků ocele 316L 
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U axisymetrických numerických modelů bylo využito rovinné symetrie. Byla modelována pou-
ze část tělesa mezi břity extenzometru. Numerické výpočty byly provedeny v implicitním kódu pro-
gramu Abaqus/Standard. Místem iniciace porušení, a tudíž i místem odečtení kalibračních proměn-
ných je u hladkých vzorků střed tělesa a u vrubovaných kořen vrubu. 
Lomové plochy hladkých tahových vzorků byly zkoumány na elektronovém mikroskopu 
TESCAN LYRA 3 na ÚFM. Na snímku (b) Obr. 5.6 je zachycena standardní lomová plocha tvárného 
porušení s dutinami. Na snímku (c) je dutina, která vznikla porušením křehké fáze. Snímek (d) zobra-
zuje koalescenci dutin.  
Tab. 8 Parametry experimentálních zařízení pro tahové zkoušky 
Materiál 12 050.3 AISI 316L 
Laboratoř ÚMVI FSI VUT v Brně ÚFM Akademie Věd ČR 
Zkušební stroj TiraTest 2300 Zwick/Roell Z050 
Extenzometr Mini MFA-2 Zwick MAKRO 
Siloměr 100kN GTM 50kN 
 
Obr. 5.6 Fraktografie lomové plochy tahového vzorku 
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5.3 Pěchovací zkoušky 
Pěchovací zkouška se provádí za účelem získání kalibračního bodu se záporným normalizova-
ným třetím invariantem ξ a co nejnižší triaxialitou napětí η. Pěchovací zkouška je normovaná ČSN 
420426 a podrobně popsaná v ASTM E 9-89, která se nám stala předlohou. Detailní popis této zkouš-
ky je ve zprávě [83].  
 
5.3.1 Vzorky 
Pro pěchovací zkoušky byly vyrobeny čtyři série vzorků. Průměr všech vzorků byl zvolen  
10 mm a na základě experimentálních zkušeností průmyslového partnera byl největší poměr  
průměr : výška vzorku 1:1.8. Všechny vzorky byly při výrobě finálně broušeny a leštěny. Geometrie 
vzorků je na Obr. 5.7 a Obr. 5.8 a v Tab. 9. 
 
Obr. 5.7 Geometrie vzorků pro pěchování 
 
Obr. 5.8 Série vzorků pro pěchování 
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Tab. 9 Geometrie pěchovaných vzorků 
Vzorek Poměr 
Před zkouškou Po zkoušce 
Fmax [t] pozn. Průměr [mm] Výška [mm] Průměr [mm] Výška [mm] 
A1 1:1.8 10,08 18,05 21,91 3,99 56,93 - 
A2 1:1.8 10,08 17,96 21,88 4,00 42,50 - 
A3 1:1.8 10,08 18,02 21,06 4,31 50,50 - 
A4 1:1 10,21 9,97 20,21 2,59 19,00 nepoužito 
A5 1:1 10,21 10,04 17,59 3,13 57,50 - 
A6 1:1 10,21 10,18 17,35 3,67 32,43 - 
A7 1:0.5 10,03 5,07 17,37 1,57 75,00 nepoužito 
A8 1:0.5 10,06 5,11 - - - nepoužito 
A9 1:0.5 10,17 5,15 - - - nepoužito 
A10 1:1 10,01 9,95 16,12 4,05 13,25 - 
A11 1:1 10,01 10,01 20,77 2,37 21,73 nepoužito 
A12 1:1 9,99 10,01 20,54 2,42 27,50 - 
A13 1:1 10,02 10,00 18,06 3,19 27,00 - 
A14 1:1 10,00 10,02 18,62 2,90 41,25 - 
A15 1:1 10,02 10,00 19,21 2,81 19,00 - 
A16 důlek 10,00 9,98 - 7,21 11,50 - 
A17 důlek 9,99 9,99 - 6,97 12,25 - 
A18 důlek 9,99 10,01 - 5,64 14,75 - 
A19 důlek 10,00 9,99 - 6,47 12,38 - 
A20 důlek 9,96 10,01 - 6,08 16,35 - 
A21 důlek 10,01 9,96 - 6,00 16,88 - 
Pozn.: Pro některé vzorky se nepodařila zkouška v dostatečné kvalitě a pro nízké vzorky 1:0.5 byla 
štěrbina mezi kužely pro pozorování iniciace a spolehlivou detekci příliš malá. 
5.3.2 Experiment 
Experimentální měření bylo provedeno na ÚAM Brno, s.r.o., a to na sestavě popsané na  
Obr. 5.9 a v Tab. 10. Zkušební stroj WPM 250 (viz Tab. 10) byl dle Obr. 5.9 a Obr. 5.10 osazen kon-
zolami pro pěchovací zkoušku (1) a navrženou sestavou nástrojů, která se skládá z upevňovacích a 
centrovacích desek včetně šroubu pro aretaci (2), pěchovacích kuželů se zapuštěnými vložkami 
z nástrojové ocele (3), dále indukčního snímače posuvu kuželů umístěného v patách kuželů (4), ze 
siloměru (5), rotátoru (6) CCD kamery s optickou sestavou (7) rovnoběžnost dosedacích ploch kuželů 
zaručující kaloty (8), kolejnicí rotátoru (9), ovládání krokových motorů (10), laptopu (11), zkušebního 
stroje (12) a vzorku (13) Obraz rozpěchovaného vzorku viz Obr. 5.11. 
Získání informace o iniciaci trhliny je u pěchovací zkoušky nejobtížnější. K iniciaci může dojít 
kdekoliv po celém obvodě vzorku. I přes velmi vysoký výkon zkušebního stroje bylo z důvodu potře-
by velkého přetvoření do porušení nutné zůstat u malého průměru vzorku. V minulosti byla iniciace 
pozorována při přerušovaném pěchování, kdy byl po částečném rozpěchování vzorek vyjmut a jeho 
povrch pozorován pod mikroskopem. Tento postup je časově velmi náročný, proto jsme přistoupili ke 
konstrukci pomocného zařízení tzv. ROTÁTORU. 
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Obr. 5.9 Schéma měřící sestavy pro pěchovací zkoušku 
5.3.3 Rotátor 
Jedná se o sestavu on-line zařízení pozorujícího povrch vzorku. Konstruktérem rotátoru je Ing. 
Martin Vašek, Ph.D. Základem je kruhová kolejnice umístěná nad siloměrem s pohyblivým jezdcem, 
na němž jsou upevněny dva lineární pohony pro průběžné zaostřování (průměr vzorku se v průběhu 
zkoušky mění) a udržování horizontální pozice vůči středu vzorku. Jezdec je dále osazen CCD kame-
rou a objektivem. Pracovní vzdálenost použité optické soustavy byla upravena prodlužovacím tubu-
sem. Objektiv byl osazen osvětlovací konzolou. Signál z kamery je přenášen do laptopu a 
v potřebných časových intervalech je možné provádět fotodokumentaci, či pořizovat videozáznam. 
Řízení pohybu rotátoru (otáčení a zaostřování) bylo realizováno krokovými motory.  
Tab. 10 Parametry experimentální sestavy pro pěchování 
Zařízení Identifikace Nom. parametry Výrobce 
Zkušební trhací stroj WPM 250 - v.č. 248/1 
Tah 2000 kN 
Tlak 2500 kN 
WMP Leipzig 
Siloměr C6 - v.č. 60 594 1000 kN HBM Darmstadt 
 Snímače dráhy W10 v.č. 9913,11977 ±10 mm 
Zesilovače UNI 0-5V, 16bit BMC Muenchen 
Záznamová aparatura EMS 805-v.č. 520902  EMS Brno 
Kamera Titan 
Sensor type: Sony ICX424 
ADC: 16 bit 
ATIK cameras 
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Obr. 5.10 Experimentální sestava pěchovacích testů 
 
 
Obr. 5.11 Rozpěchovaný vzorek s detekovanými trhlinami 
5.3.4 Měření 
Na základě několika zkušebních pěchovacích zkoušek se předpokládá, že k porušení dochází na 
povrchu vzorku, a to ve středu jeho výšky. Kontaktní plochy kuželů se vzorky byly vždy mazány plas-
tickým mazivem Ekolube-GREASE s přídavkem teflonu určeného ke snížení tření za vysokých tlaků. 
Po vycentrování vzorků mezi kužely byly vzorky kvazistaticky zatěžovány při kontinuálním sledování 
jejich povrchu. Realizován byl stálý rotační pohyb kamery kolem vzorku. Zatěžování bylo zvyšováno 
do okamžiku výskytu první viditelné trhliny na povrchu vzorku. Tato hodnota byla zaznamenána. Ná-
sledně byl vzorek vyjmut a zkoumán pod optickým mikroskopem. Při nejistotě vzniku iniciace bylo v 
zatěžování pokračováno. 
Měření vzorků 1:0.5 bylo provedeno pouze na jednom exempláři. Problémem byla nedostatečná 
pozorovací výška a nasvícení pro jistou indikaci trhliny (výška po rozpěchování h=1,52 mm).  
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Součástí pěchovacích zkoušek byla numerická verifikace tuhosti a deformací měřících kompo-
nent. Nežádoucí deformace (uchycení snímače posunutí a nalisovaných vložek) byly zpracovány do 
podoby korekční funkce. Význam korekce je vidět na Obr. 5.12. Naměřené záznamy byly upraveny a 
korelovány. Průměrovány byly záznamy a okamžiky iniciace odpovídajících si geometrií. Přehled 
naměřených průměrných hodnot reakčních sil je na Obr. 5.13. 
 
Obr. 5.12 Rozdíl silové odezvy při eliminaci deformací měřící sestavy 
 
Obr. 5.13 Průměrné hodnoty reakčních sil různých geometrií vzorků 
5.3.5 Důlek 
Vzorek s důlkem byl navržen a numericky verifikován pro získání hodnot při triaxialitě napětí 
nižší než    
 
 
. Pro jeho využití je nutné překonat dva problémy. Prvním je zavírání důlku, ke kte-
rému dochází v průběhu zatěžování, druhým je zvrásnění povrchu důlku, které není možné numericky 
simulovat. Při zavírání důlku není jednoduché trhlinu indikovat, neboť dochází velmi krátce po její 
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iniciaci k jejímu zavírání. Z tohoto důvodu byly všechny vzorky rozpěchovány do určité výšky. Ná-
sledně byly v polovině rozřezány a vybroušeny. Na snímcích Obr. 5.14 je vidět trhlina, která byla po-
zorována u několika řezů. Otázkou zůstává, zda trhlina nevznikla při odlehčování vzorku. Ing. Kubík 
na základě svých rozsáhlých numerických simulací došel k závěru, že by k iniciaci ani k šíření trhliny 
při odlehčování docházet nemělo. 
      
Obr. 5.14 Trhliny v kořeni vrubu vzorku Důlek 
5.3.6 Numerická simulace 
U pěchovaných hladkých vzorku nebylo možné dodržet homogenní velikost elementu  
0,075 mm. Jedním z důvodů je zvětšování hrany elementů po obvodu při deformaci, proto byla koneč-
noprvková síť zahuštěna směrem k vnějšímu průměru. Druhým negativem homogenní sítě je náchyl-
nost k divergenci výpočtu, neboť v průběhu deformace nastává okamžik, kdy se vnější povrch dostává 
do kontaktu s plochou nástroje.  
Při porovnání numerického modelu s experimentem (na Obr. 5.15) byl součinitel coulombov-
ského tření určen na f = 0,05. Nástroje byly modelovány jako ideálně tuhé. V grafu na Obr. 5.15 je 
vidět rozdíl experimentálních a výpočtových křivek. Tento rozdíl je pravděpodobně způsoben křivkou 
plastického zpevnění materiálu AISI 316L, která byla kalibrována pro všechny numerické výpočty 
z tahových zkoušek. Jak je často publikováno, křivka plastického zpevnění je odlišná v tahové a tlako-
vé oblasti (viz Obr. 6.27). 
Hodnoty proměnných pro kalibraci byly odečítány ve středu vnějšího povrchu vzorku a středu 
důlku. Průměry těchto hodnot jsou uvedeny v kapitole 5.6. 
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Obr. 5.15 Porovnání pěchovacích zkoušek s výpočtem 
 
5.3.7 Fraktografie 
Na ÚMVI byla provedena fraktografická analýza. U některých vzorků, jako na Obr. 5.16, byly 
na BSE zjištěny rozvinuté (okem neviditelné) povrchové trhliny. Jediným ukazatelem porušení byla 
jamka. Příčinou jejího vzniku bylo protnutí dvou skluzových pásů. Navíc v některých trhlinách byl 
pozorován smíšený typ porušení. 
 
   
Obr. 5.16 BSE výrazně rozpěchovaného vzorku (vlevo), detail jeho jamky (vpravo) 
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Obr. 5.17 Porušení smykovým mechanismem (vlevo) a smíšený lom (vpravo) 
Na tomtéž pracovišti bylo několik vzorků s důlkovou trhlinou rozříznuto, metalograficky vy-
broušeno a leptáno pro zjištění struktury v místě lomu. Na Obr. 5.18 je vidět silně deformovaná struk-
tura včetně výrazného zastoupení minoritní fáze. Vpravo je detail v místě důlku, kde je iniciace 
v místě výskytu δ-feritu. 
    
Obr. 5.18 Metalografické výbrusy pěchovaných vzorků 
 
5.4 Motýlek 
Historie vzorku motýlek začíná rokem 2002, kdy jej zřejmě jako první navrhli Mohr a Henn. 
Druhá generace motýlků vzešla od Bao a Bai a třetí opět od Mohr a Dunand [84]. Použití tohoto vzor-
ku je omezeno na plechové polotovary. Cílem je popsat stav rovinné napjatosti pro nejširší kombinaci 
napětí. Zatěžování je realizováno jako tah, tah + smyk, smyk a tlak + smyk. V podstatě se jedná o 
univerzální vzorky, které jsou upřednostňovány pro zpřesnění geometrických odchylek, nemluvě o 
zjednodušení experimentů. V našem případě byla využita geometrie druhé generace. Podrobné infor-
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mace o geometrii, experimentech, numerických simulacích a kalibracích vzorků typu motýlek jsou 
v interních zprávách [85] a [86]. 
5.4.1 Vzorek 
Experimentální zkoušky motýlků provedla firma Comtes FHT a.s. v Dobřanech. Rozptyl měře-
né tloušťky vzorků v nejtenčím místě (zkoumané části) vykazuje dle záznamu Comtesu rozptyl 8 %. 
Ve všech modelech byla zohledněna skutečná geometrie vzorku. 
Do všech vzorků bylo vyfrézováno šest referenčních důlků, které byly nazvány D1 až D3 na 
jedné polovině motýlku a D4 až D6 na druhé, viz Obr. 5.19. Zachování směru vzorků se směrem vál-
cování je z důvodu kombinovaného namáhání nemožné. Vzorky označené v Tab. 11 písmenem „T“ 
byly zatěžovány kombinací tahu a smyku a písmenem „C“ kombinací tlaku a smyku. 
 
Obr. 5.19 Rozložení důlků na vzorku 
Tab. 11 Geometrie vzorků 
Číslo vzorku Označení Natočení Šířka [mm] 
Tloušťka 
[mm] 
Porušení 
1 T0_1A_1 0° 14 0,98  
2 T0_1B_2 0° 14 0,95  
3 T30_1C_1 30° 14 1,00  
4 T30_1D_2 30° 14 0,95  
5 T40_2A_1 40° 14 0,93  
6 T40_2B_2 40° 14 1,00  
7 T50_2C_1 50° 14 0,95  
8 T50_2D_2 50° 14 0,99  
9 T60_3A_1 60° 14 0,95  
10 T60_3B_2 60° 14 0,95  
11 T70_4D_1 70° 14 0,95  
12 T70_5A_2 70° 14 0,92  
13 T80_5B_1 80° 14 0,95  
14 T80_5C_2 80° 14 0,95  
15 T90_6C_1 90° 14 0,92  
16 T90_7A_1 90° 14 0,95  
17 T90_7B_2 90° 14 1,00  
18 C60_3C_1_2 60° 14 0,95  
19 C60_3D_2 60° 14 0,98  
20 C60_4A_1 60° 14 0,95  
21 C70_4B_1 70° 14 0,98  
22 C70_4C_2 70° 14 0,95  
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Číslo vzorku Označení Natočení Šířka [mm] 
Tloušťka 
[mm] 
Porušení 
23 C80_5D_1 80° 14 0,95  
24 C80_6B_2 80° 14 0,95  
25 7C - - - - 
26 6D - - - - 
 
5.4.2 Experiment 
V době realizace těchto experimentů nedisponoval Comtes biaxiálním strojem. Pro účel biaxiál-
ního zatěžování motýlku byl vyvinut firmou Škoda JS přípravek, s jehož pomocí bylo možné motýlek 
natočit a dostat tak požadované biaxiální zatěžování motýlku při jednoosém zatěžování přípravku viz. 
Obr. 5.20. Přípravek umožňoval natočení mezi 0° až 90° po 10°. Pro každou kombinaci zatěžování 
byly použity dva vzorky. 
Měřena byla pouze rovinná deformace, což bylo realizováno měřením posuvu jednotlivých ja-
mek. Konkrétně světlých pixelů v místě jamek viz Obr. 5.21. Měření prováděla vysokorychlostní ka-
mera Phantom v710 a data byla zpracována v programu ImpAcqt 3.2.5. Souřadnicový systém všech 
měření je stejný, natáčí se pouze vzorek ve střední části přípravku. Horizontální směr videozáznamu 
odpovídá ose X a vertikální ose Y. Body D1 až D3 jsou pevně uchyceny v přípravku, body D4 až D6 
jsou zatěžovány. Zatěžování bylo prováděno za laboratorní teploty při rychlosti cca 2 mm/min. 
          
Obr. 5.20 Upnutí motýlku v přípravku Škoda JS (vpravo a uprostřed) a možné zatěžovací konfigurace 
(vlevo) 
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 50 
 
Obr. 5.21 Body měření posuvu motýlku 
 
Jak je vidět z Tab. 11, k porušení nedošlo ani u jednoho vzorku namáhaného tlakem. Důvodem 
byl maximální dovolený posuv (6 mm) přípravku při tlakovém namáhání. 
Naměřené průběhy zatěžování byly porovnány s výsledky Bai [39], který zkoumal ocel A710 na 
vzorcích stejné geometrie, viz Obr. 5.22. Je zajímavé, že trend natočení vzorku a reakčních sil se ne-
shodují. U namáhání čistým tahem a při natočení 30° vycházely pro ocel AISI 316L nižší reakční síly 
než při větším poměru smyku. 
Při detailním pohledu na záznamy natočení 70° a 80° jsou vidět významné „odskoky“. Při po-
rovnání posuvů naměřených kamerou a z příčníku byly u mnoha záznamů výrazně větší posuvy 
z kamery, což je nereálné. Z videosekvencí bylo zjištěno, že v průběhu zkoušky jsou důlky jinak na-
svíceny a dochází k novým definicím referenčního pixelu, který je definován právě světlostí. Pro 
úpravu videozáznamů pohyblivých bodů D4 až D6 byl vytvořen skript, který porovnal diferenci po-
suvů všech bodů a ty, které byly mimo standardní rozptyl, byly upraveny. Dalším krokem byla filtrace 
dat. Posuvy třech párů bodů byly průměrovány a byl vytvořen posuv vzorku v místě jamek jako celku. 
Tato data byla značně rozkmitaná a pro zatěžování v implicitní MKP kódu nepoužitelná. Proto byly 
všechny 3 vektory (ux, uy, F) proloženy „splinem“ až do maximální síly, kdy se předpokládá iniciace 
porušení. Na  Obr. 5.23 a Obr. 5.24 jsou porovnána surová a upravená data. Lze tedy shrnout, že sys-
tém měření deformací pro vzorky typu motýlek byl nevhodný. 
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Obr. 5.22 Porovnání výsledků ocele AISI 316L (vlevo) a A710 Bai[39] (vpravo) 
 
 
Obr. 5.23 Porovnání deformace motýlku T80_2 ve směru osy X  
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Obr. 5.24 Porovnání deformace motýlku T80_2 ve směru osy Y  
5.4.3 Numerická simulace 
Numerické simulace motýlků (vždy 3D) byly provedeny ve dvou variantách. První výpočet byl 
proveden pouze na střední části mezi měřícími body, tato je zobrazena na Obr. 5.25 vlevo. Jeho vý-
sledky však vykazovaly nižší reakčních sily než při experimentálních zkouškách. Druhý výpočet ob-
sahoval již celý přípravek, neboť tření ve vedení ovlivňuje velikost reakčních sil nejvíce. Díky Ing. 
Janu Růžičkovi, který poskytl geometrii přípravku, byl modelován přípravek s využitím rovinné syme-
trie, viz Obr. 5.25 vpravo. Přípravek byl osově zatěžován v místě uchycení do stroje a velikost jeho 
posuvu byla iterována do shody posuvu vzorku v místě jamek. V druhém směru byl zatěžován přímo 
vzorek v místě měření. Velikost součinitele smykového tření ve vedení přípravku byla u všech výpo-
čtů f = 0,09. 
Při citlivostní analýze hrubosti sítě a typu elementů byl zjištěn problém s distorzí elementů 
v nejtenčí části vzorku, jak je vidět na Obr. 5.26. Pro její eliminaci byly použity elementy s plnou inte-
grací, aniž by došlo k ovlivnění výsledků. Příčinou distorze však nemusí být jen numerická nestabilita, 
ale špatné měření posuvů, které jsou reálně nižší (viz kapitola 5.4.2). Model samotného jádra motýlku 
byl počítán v implicitním kódu Abaqus/Standard. Model celého přípravku byl pro svou velikost, ale 
hlavně náročnost kontaktů a tření, počítán v explicitním kódu Abaqus/Explicit.  Přípravek byl mode-
lován jako elastické těleso s E = 210000 MPa a μ = 0,3. 
Na Obr. 5.27 jsou porovnány výsledky experimentů zatěžovaných samotných motýlků a motýl-
ků s přípravkem. Je zřejmé, že vliv tření ve vedení přípravku není u většiny zkoušek zanedbatelný a je 
nutné jej zohlednit. 
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Obr. 5.25 Střední část motýlku (vlevo), sestava přípravku s motýlkem (vpravo)  
 
Obr. 5.26 Distorze elementů ve středu vzorku 
 
Pro kalibraci parametrů kritérií je nutná znalost místa iniciace porušení. U vzorku motýlek se 
tímto zabýval Ing. Kubík ve zprávě [87], kde numericky porovnával vzorky motýlek a NT. V  Tab. 12 
jsou uvedena místa iniciace obou vzorků. Jak vyplývá ze zprávy [87], NT tělesa vykazují výrazně 
monotónnější průběhy proměnných pro kalibraci. 
Tab. 12 Porovnání míst iniciace porušení vzorků  
Namáhání Motýlek NT 
Tah střed vzorku střed stěny mírně posunut do 
středu vzorku 
Tah-smyk / tah-krut mezi středem a povrchem vrubu mezi středem a povrchem vrubu 
Smyk vnější povrch vrubu vnější povrch vrubu 
Tlak-smyk / tlak-krut vnější povrch vrubu vnější povrch vrubu 
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Obr. 5.27 Porovnání experimentů motýlků s výsledky výpočtů jádra motýlků a motýlků s přípravkem  
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5.4.4 Fraktografie 
Vzorky motýlek byly zkoumány jak optickým mikroskopem, tak rastrovým elektronovým mi-
kroskopem (dále REM). Zkoumány byly vzorky namáhané čistým tahem T0°, kombinací tahu a smy-
ku T30° a čistým smykem T90°.  
U nezatíženého, ale i přetrženého vzorku jsou vidět výrazné stopy po obrábění (Obr. 5.28 vlevo) 
a dominantně kolem nich iniciované trhliny. Například lomová plocha vzorku T0° se iniciuje přede-
vším v místě stop po nástrojích, poté následuje částečné usmýknutí pod úhlem 45° s navazující plo-
chou kolmou na směr zatěžování jak je vidět na Obr. 5.28 (střed a vpravo). Na Obr. 5.28 vpravo a Obr. 
5.29 vpravo je žlutou čárou označeno rozhraní mezi tahovou a smykovou lomovou plochou. 
K obdobným závěrům jsme došli i při pozorování REM.  
Je nutné poznamenat, že u mnoha vzorků byl konec vzorku ohnut, což naznačuje namáhání 
vzorku i ve třetím směru, kde nebyly posuvy měřeny. 
 
Obr. 5.28 Stopy po obrábění motýlku T0° (vlevo), lomová plocha bok (střed), lomová plocha čelo 
(vpravo) 
 
Obr. 5.29 Lomová plocha vzorku zatěžovaného čistým tahem T0° (vlevo) a její detail (vpravo) 
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5.5 NT 
Myšlenka vzorku vrubované trubky (NT - notched tube) pochází zřejmě od Barsouma [88], 
[33], [89], který ji poprvé publikoval v roce 2007. Po něm se výzkumu na tomto vzorku věnovalo ně-
kolik dalších autorů jako Haltom [90] Graham [42]. Graham [42] třeba porovnal dvě geometrie NT 
těles s výsledky z motýlka. Podrobné informace o geometrii, experimentech, numerických simulacích 
a kalibracích vzorků typu motýlek jsou ve zprávě [91]. 
V rámci spolupráce při řešení grantu MPO RF-TI2/279 „Identifikace parametrů tvárného poru-
šení materiálů jaderných zařízení“ byly provedeny zkoušky na NT tělesech pro materiály 12050, 
316L, 08Ch18N10T a 15Ch2MFA.  
5.5.1 Vzorek 
Geometrie NT tělesa vychází z citlivostní analýzy detailně popsané ve zprávě [92]. Její proměn-
né jsou na Obr. 5.30. S ohledem na parametry trhacího stroje, materiály a typy namáhání (tah, krut, 
tlak) byla navržena geometrie vzorku tak, aby k iniciaci docházelo pouze v jednom místě. Závěry 
z citlivostní analýzy jsou: 
 Tloušťka stěny v místě vrubu musí být alespoň 4x menší než mimo vrub, aby k lokalizování 
plastické deformace došlo pouze ve vrubu.  
 Při zvětšování vnitřního průměru vzorku dochází ke stabilizaci průběhu proměnných pro ka-
libraci.  
 Předepsaná velikost nesouososti           (Obr. 5.31) po měření byla pro výrobce jen 
obtížně dosažitelná, byla proto vypočtena akceptovatelná hodnota          , kdy od-
chylka průměrných hodnot proměnných kalibrace         nepřesahuje 2 %. 
 
 
Obr. 5.30 Parametry geometrie pro citlivostní analýzu [92] 
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Obr. 5.31 Geometrie vzorku NT 
 
Vzorky byly vyrobeny ve firmě Comtes FHT z námi dodaných polotovarů. Na geometrii a po-
vrch vzorku jsou kladeny vysoké nároky na přesnost, proto byl vnější povrch broušen a vrub leštěn. 
Vnitřní otvor byl vrtán a v celé délce vystružen, neboť nebylo v možnostech výrobce jej brousit. Vzo-
rek byl vyroben nejkratší možný pro minimalizaci nesouososti. Geometrie vyrobených vzorků je pre-
zentována v Tab. 13. Souosost vzorku je jen obtížně měřitelná po výrobě. Bylo tedy přistoupeno 
k měření po jeho přetržení, kdy byla část jedné poloviny tělesa s vrubem odříznuta a na ní se teprve 
měřila souosost, viz Obr. 5.32. 
 
 
Obr. 5.32 Výsledky souososti vzorků NT_8 (vlevo) a NT_7 (vpravo) 
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Tab. 13 Geometrie vzorků NT a jejich zatěžování 
Název vzorku 
D0 
[mm] 
Dt 
[mm] 
Souosost 
[mm] 
v 
[mm/s] 
ω 
[°/s] 
poměr R 
[mm/rad] 
A316L_NT_1 8,99 7,02 0,023 0,00131 0,15 0,5 
A316L_NT_2 9,01 7,02 0,099 0,00131 0,15 0,5 
A316L_NT_3 9,02 7,01 0,032 0,00262 0,15 1,0 
A316L_NT_4 9,03 7,01 0,016 0,00262 0,15 1,0 
A316L_NT_5 9,01 7,02 0,023 -0,00262 0,15 -1,0 
A316L_NT_6 9,00 7,02 0,032 -0,00262 0,15 -1,0 
A316L_NT_7 8,99 7,02 0,103 -0,00131 0,15 -0,5 
A316L_NT_8 9,00 7,02 0,000 -0,00131 0,15 -0,5 
A316L_NT_9 9,00 7,02 0,023 0,00000 0,15 0,0 
A316L_NT_10 8,96 7,01 0,033 0,00000 0,15 0,0 
A316L_NT_11 8,99 7,01 0,036 0,00670 0,00 inf. 
A316L_NT_12 8,97 7,02 0,023 0,00670 0,00 inf. 
A316L_NT_13 8,98 7,01 0,016 0,00586 0,08 4,2 
A316L_NT_14 9,01 7,01 0,067 0,00586 0,08 4,2 
A316L_NT_15 8,97 7,01 0,049 0,00131 0,15 0,5 
A316L_NT_16 8,98 7,00 0,016 -0,00131 0,15 -0,5 
A316L_NT_17 9,00 7,01 0,036 0,00586 0,08 4,2 
Průměr 0,037 
 Prům. odchylka 0,020 
Medián 0,032 
 
5.5.2 Experiment 
Experimenty byly provedeny v Comtes na biaxiálním stroji MTS bionix 370.02 
v kombinaci  s optickým měřícím systémem Aramis pro měření deformací, který je založen na digitál-
ní korelaci obrazu (DIC). Všechny vzorky byly na měřené části opatřeny nástřikem (Obr. 5.34 vpra-
vo). Následně upnuty a zatěžovány kombinací tahu-krutu a tlaku-krutu. Kombinaci zatěžování popisu-
je normovaný parametr zatížení R, vyjádřený rovnicí 5.1. Geometrie vzorků a parametr zatěžování 
jsou uvedeny v Tab. 13. Snímán byl pohyb spodní a horní hrany vrubu tělesa, což je zásadní při zatě-
žování numerického modelu. V Tab. 14 jsou prezentovány parametry měřící sestavy a na Obr. 5.34 
vlevo je měřící sestava před zkouškou. Pro demonstraci významu použití DIC pro měření trajektorie 
vzorku jsou na Obr. 5.33 porovnány rozdíly mezi měřením z MTS a z Aramise. Je zřejmé, že rozdíly 
v osové deformaci nejsou zanedbatelné. Naopak rozdíl v natočení významný příliš není. 
  
 
 
 
R = inf.         čistý tah 
  R = 0            čistý krut 
(5.1) 
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Tab. 14 Parametry experimentální sestavy pro NT tělesa 
Zařízení Výrobce Typ Rozsah 
Zatěžovací stroj MTS bionix 370.02 Faxial = 0 – 25 kN Mk= 0 – 250 Nm 
Měření deformací GOM Aramis ε = 0,05 – x*102% φ = až 80° 
 
Obr. 5.33 Rozdíl mezi deformacemi měřenými MTS a Aramisem  
            
Obr. 5.34 Měřící sestava (vlevo), vzorek s naneseným nástřikem (vpravo)         
5.5.3 Numerická simulace 
Numerické simulace byly provedeny pro všechny experimenty. U vzorků jejichž velikost excen-
tricity nepřesahovala           byla modelována 2° výseč s předepsanou cyklickou symetrií 
(vzorek byl modelován bez excentricity). Při excentricitě větší byl modelován celý vzorek a vyhodno-
cení provedeno v nejtenčím místě, viz Obr. 5.35. Jeden z konců byl vetknut, druhý zatěžován změře-
ným posuvem a natočením, kdy historii zatěžování popisovala normovaná amplituda zatížení (0 až 1). 
Za okamžik iniciace byl považován buď okamžik dosažení maximální hodnoty síly v tahu, či momen-
tu v krutu podle toho, který nastal dříve.  
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Obr. 5.35 MKP modely NT těles 
Při řešení implicitním kódem docházelo u mnoha výpočtů k divergenci a rozkmitání vypočtených si-
lových reakcí. Při hlubší analýze naměřených dat byla zjištěna oscilace hodnot posuvů, kde byl přírůs-
tek posuvu v negativním směru, viz Obr. 5.36.  
    
Obr. 5.36 Surová a filtrovaná experimentální data 
Porovnání numerických a experimentálních výsledků je na Obr. 5.37 a Obr. 5.38. V elastické 
oblasti dochází k dobré shodě výpočtu s experimentem (měření DIC eliminovalo tuhosti ostatních 
komponent). V plastické oblasti je při tahovém namáhání vzorků NT1 až NT14 silová odezva nižší. 
Naopak u krutu je situace opačná, neboť hraniční body končí nad hodnotami experimentu. To potvrzu-
je závěry některých autorů, že křivka zpevnění kalibrovaná z krutu je nižší než z tahu.  
Prostor pro diskuzi dávají výsledky ze vzorků NT15 až NT17, které byly provedeny dodatečně. 
Ty vykazují téměř dvojnásobnou deformaci do porušení vůči stejně namáhaným vzorkům. Dalším 
experimentem s nestandardním průběhem byl NT11, kde došlo zhruba v polovině záznamu k ustálení 
reakční síly při stálém nárůstu posuvu. To by mohlo být způsobeno prokluzem vzorku v čelistech. Na 
objasnění těchto otázek se ještě stále pracuje. 
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 61 
 
Obr. 5.37 Výsledky experimentů vs. MKP výpočty vzorků NT_1 – NT_10 
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Obr. 5.38 Výsledky experimentů vs. MKP výpočty vzorků NT_11 – NT_17 
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5.6  Kalibrace parametrů kritérií tvárného porušení 
5.6.1  Ocel 12050.3 
Pro tento materiál byly provedeny pouze axisymetrické tahové zkoušky hladkých a vrubovaných 
vzorků, viz Obr. 5.39 a Obr. 5.40 a to vždy ve dvou provedeních. Geometrie vrubovaných vzorků je 
stejná jako u materiálu AISI 316L (R=1,2 mm, R=2,5 mm a R=5,0 mm).  
 
Obr. 5.39 Vzorky tahových zkoušek materiálu 12050.3 
 
Obr. 5.40 Výsledky paralelní num. simulace tahových zkoušek hladkých (a) a vrubovaných R=5,0 mm 
(b), R=2,5 mm (c), R=1,2 mm (d) vzorků ocele 12050.3 
 
Tahovými zkouškami je popsán pouze normalizovaný třetí invariant o velikosti    , což ke 
kalibraci parametrů univerzálních kritérií nestačí. Proto bylo kalibrováno pouze několik kritérií nezo-
hledňující ξ.  
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Kalibrována byla v rámci této práce kritéria redukované plastické přetvoření   , zjednodušené 
kritérium Bao-Wierzbicki [93]. Dále kritérium Rice-Tracey [28], které dává velmi dobré výsledky při 
středních a vyšších hodnotách triaxiality napětí. Kritérium RTCL, které navrhl Toernqvist [55] pro 
nízké hodnoty triaxiality napětí vzniklo sloučením kritérií Rice-Tracey a Cockroft-Latham-Oh [53], 
[94]. Jako poslední byla kalibrována statická část kritéria Johnson-Cook [56]. Grafické zobrazení ka-
librovaných kritérií J-C, Rice-Tracey a RTCL je na Obr. 5.41.  
V Tab. 15 je přehled průměrných hodnot proměnných vstupujících do kalibrace. Kalibrované 
konstanty materiálu jsou prezentovány v Tab. 16. 
 
Obr. 5.41 Kalibrovaná kritéria materiálu ČSN 412050 
Tab. 15 Kalibrační proměnné materiálu 12050.3 
Test 
Geometrie 
[mm] 
 ̅    ̅    ̅   
Tah 
hladký 0,9476 0,4068 1,00 
R = 5,0 0,5965 0,6249 1,00 
R = 2,5 0,4946 0,7819 1,00 
R = 1,2 0,3241 1,0031 1,00 
Tab. 16 Kalibrované konstanty materiálu 12050.3 
Název kritéria Kalibrované konstanty 
Equivalent Pl. Strain 0,948 
Johnson-Cook 
D1=0,106 
D2=1,894 
D3=2,025 
Zjednodušené k. Bao-Wierzbicki 0,948; η ≥ -1/3 
Rice-Tracey 0,609 
RTCL 0,369 
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5.6.2 Ocel AISI 316L 
Intenzivně zkoumaným materiálem je ocel AISI 316L, pro kterou byly provedeny výše popsané 
zkoušky (kapitola 5). Snahou bylo postihnout co nejširší pole napjatosti a získat množství bodů pro 
kalibrace kritérií. Z výsledků paralelních numerických simulací byly získány a průměrovány kalibrač-
ní proměnné. Jejich hodnoty jsou uvedeny v Tab. 17.  
Tab. 17 Kalibrační konstanty materiálu AISI 316L 
Test Pozn. Jméno 
vzorku 
 ̅    ̅    ̅                  
T
ah
 
hladký - 1,792 0,516 1,0 2,00 - 1,0 
R=5,0 - 1,309 0,698 1,0 2,00 - 1,0 
R=2,5 - 1,078 0,822 1,0 2,00 - 1,0 
R=1,2 - 0,827 0,987 1,0 2,00 - 1,0 
T
la
k
 1:1,8 hladký 1,095 -0,269 -0,911 1,906 257,6 0,7 
1:1 důlek 1,687 -0,487 -0,595 1,790 609,9 0,3 
M
o
tý
le
k
 
Č
is
tý
 
ta
h
 T0_1 0,268 0,708 0,181 - - - 
T0_2 0,251 0,645 0,231 - - - 
3
0
° 
T30_1 0,609 0,698 0,175 - - - 
T30_2 0,596 0,698 0,151 - - - 
4
0
° 
T40_1 1,553 0,697 0,128 - - - 
T40_2 1,538 0,705 0,135 - - - 
5
0
° 
T50_1 1,716 0,673 0,274 - - - 
T50_2 1,600 0,681 0,277 - - - 
6
0
° 
T60_1 1,672 0,650 0,421 - - - 
T60_2 1,503 0,683 0,244 - - - 
7
0
° 
T70_1 0,758 0,471 0,940 - - - 
T70_2 1,164 0,527 0,847 - - - 
8
0
° 
T80_1 0,617 0,422 0,980 - - - 
T80_2 0,620 0,260 0,800 - - - 
Č
is
tý
 
sm
y
k
 T90_1 1,613 0,215 0,612 - - - 
T90_2 1,652 0,203 0,593 - - - 
N
T
 
T
ah
 +
 k
ru
t 
NT_1 0,257 0,050 0,217 1,740 -31,1 0,09 
NT_2 0,271 0,051 0,223 1,740 -32,4 0,09 
NT_3 0,317 0,126 0,488 1,760 -85,5 0,23 
NT_4 0,413 0,107 0,451 1,760 -79,4 0,21 
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Test Pozn. Jméno 
vzorku 
 ̅    ̅    ̅                  
T
la
k
 +
 k
ru
t 
NT_5 1,153 -0,180 -0,704 1,800 194,6 -0,27 
NT_6 1,082 -0,213 -0,795 1,830 226,5 -0,32 
NT_7 0,717 -0,102 -0,434 1,750 92,9 -0,16 
NT_8 1,152 -0,100 -0,423 1,750 106,1 -0,16 
Č
is
tý
 
k
ru
t NT_9 0,501 -0,001 -0,004 1,730 0,8 0,00 
NT_10 0,597 0,006 0,029 1,730 -5,3 0,01 
T
ah
 NT_11 0,128 0,553 0,270 1,740 -266,2 0,11 
NT_12 0,131 0,620 0,104 1,730 -299,1 0,04 
T
ah
 +
 k
ru
t NT_13 0,317 0,380 0,941 1,910 -248,3 0,72 
NT_14 0,298 0,367 0,940 1,910 -235,4 0,74 
NT_15 0,629 0,088 0,355 1,750 -76,0 0,15 
Tlak + 
krut 
NT_16 1,695 -0,076 -0,319 1,740 94,8 -0,12 
Tah + 
krut 
NT_17 0,744 0,351 0,988 1,960 -309,3 0,89 
SPT  0,788 0,631 -0,764 1,874 -625,1 0,58 
 
5.6.3 Porovnání výsledků motýlek a NT 
Na Obr. 5.42 jsou vykresleny dvě série kalibračních bodů v prostoru   ̅   ̅     ̅ . Vztah ka-
libračních bodů v rovině redukovaného plastického přetvořením   ̅  a triaxiality napětí  ̅   při kon-
stantní hodnotě   ̅  se jeví jako exponenciální. V rovině   ̅    ̅  to bývá nesymetrická parabola, 
hyperbola, či jiná konvexní křivka. Za těchto předpokladů jsou hodnoty zkoušených motýlků z důvodu 
významného rozptylu nepoužitelné pro kalibraci17. Rozptyl hodnot může být způsoben např. nízkou 
kvalitou povrchu vzorku, špatným měřením posuvů referenčních bodů, přídavným ohybem motýlku 
ve směru jeho tloušťky, nebo také případným natočením vzorku během zatěžování. 
Na grafech viz. Obr. 5.42 korespondují osy x-y-z s proměnnými: x -  ̅  , y -   ̅  a z -   ̅ .  
 
                                                     
17
 K nepřirozeně vysokým hodnotám dochází zvláště při natočení 40°, 50°, 60°, které leží v oblasti hodnot 
         . 
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Obr. 5.42 Vykreslení kalibračních bodů 
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5.6.4 Výsledky 
Při kalibraci kritérií je třeba zvolit takový typ experimentů a způsob namáhání, aby bylo dosa-
ženo rovnoměrného rozložení kalibračních bodů v prostoru   ̅   ̅     ̅ . Všechny body pro ka-
libraci byly získány dle popisu v kapitole 4.7, s výjimkou SPT, který je popsán v kapitole 6.2.  
Získané kalibrační body z experimentálních zkoušek (viz Obr. 5.42) jsou vstupními hodnotami 
do kalibrace parametrů kritérií tvárného porušení. Kalibrace byly provedeny na třech sadách experi-
mentů pomocí iterační nelineární metody nejmenších čtverců. I. sada se skládala z tahových a NT1-12 
vzorků, II. sada obsahuje všechny NT vzorky a tahové zkoušky a III. sada obsahuje NT1-14, tahové, 
pěchovacích a SPT vzorky, jejichž parametry jsou uvedeny v Tab. 18.  
Většina bodů z motýlku (na Obr. 5.42 modré body) se blíží v rovině „Lode par. - Triaxialita“ 
průběhu rovinné napjatosti, jejich rozptyl ve směru redukovaného plastického přetvoření   ̅  je naproti 
tomu významný. Při použitém postupu kalibrace lze tento rozptyl snížit přesnějším popisem okamžiku 
a místa iniciace porušení. 
Většina doposud publikovaných výsledků kalibrovaných kritérii pro různé matriály prezentuje 
konvexní tvar kriteriálních ploch. S tímto předpokladem nekoresponduje na Obr. 5.43 a Obr. 5.44 
kritérium Bai-Wierzbicki a KHPS 2. Naproti tomu kritéria Xue-Wierzbicki 2, Lou a EMC 2 vykazují 
nejmenší rezidua mezi kalibračními body a plochami. 
Numerické simulace SPT v kapitole 6.5 ukazují, že na místo a rozvoj porušení má významný 
vliv tvar kriteriální plochy (viz Obr. 6.40). Na silovou odezvu má vliv velikost rezidua mezi kalibrač-
ními body a kriteriální plochou.  
Přestože je počet kalibračních parametrů v kritériích významný (zlepšuje aproximaci u modifi-
kovaných kritérií), ze získaných výsledků v kapitole 5.6 je zřejmé, že vliv použitého kritéria je důleži-
tější. 
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Obr. 5.43 Vykreslené kalibrované plochy kritérií 
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Obr. 5.44 Vykreslené kalibrované plochy kritérií 
 
Tab. 18 Kalibrované parametry kritérií materiálu 316L 
Xue-Wierzbicki 
F1 F2 F3 F4 n - 
1,5291 0,3306 0,4561 2,6251 0,3568 - 
Xue-Wierzbicki 2 
C1 C2 C3 C4 C5 - 
4,1848 1,6508 0,5967 2,1151 0,0519 - 
KHPS 
D1 D2 D3 D4 D5 - 
-0,0942 65,5444 54,5028 0,7647 73,4237 - 
KHPS 2 
M1 M2 M3 M4 M5 M6 
1,1230 0,5211 2,0793 1,7685 2,3503 0,1645 
Lou 
k1 k2 k3 - - - 
9,8417 0,8236 1,4378 - - - 
Bai-Wierzbicki 
N1 N2 N3 N4 N5 N6 
1,7125 0,5200 0,4183 3,1501 1,6790 -0,6316 
EMC 
c1 c2 K n - - 
-0,0449 731,2434 1358,3 0,3568 - - 
EMC 2 
c1 c2 c3 K - - 
16,3372 4636,7 6,9783 1358,3 - - 
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6. APLIKACE MODELŮ PORUŠOVÁNÍ PŘI VYHODNOCENÍ PENETRAČ-
NÍCH TESTŮ 
První část této práce prezentuje výběr vhodného konstitutivního vztahu pro získání křivky plas-
tického zpevnění materiálu z hladkého tahového vzorku. Paralelní numerickou simulací bylo prokázá-
no, že je možné tuto křivku kalibrovat dostatečně přesně. Na základě této zkušenosti je v této kapitole 
prezentován postup získání křivky plastického zpevnění přímo ze zkoušky SPT pomocí inverzní ana-
lýzy. Druhá část je věnována tvárnému porušení, výběru kritérií, experimentům a kalibraci parametrů 
kritérií tvárného porušení. Kalibrovaná kritéria materiálu AISI 316L byla použita ve 3D výpočtu SPT.    
Penetrační zkouška má několik provedení: tzv. „Small Punch Test“, „Shear Punch Test“ a „Disc 
Bend Test“. My jsme se věnovali pouze Small Punch Testu (SPT). SPT je penetrační zkouška malých 
vzorků. Jedná se o protlačování vzorku tvaru penízku (d = 8 mm, h = 0,5 mm) razníkem s hemisféric-
kým vrchlíkem, či kuličkou, viz Obr. 6.1. Tato zkouška byla navržena Manahanem [109] v roce 1981 
pro vyhodnocení aktuálních mechanických vlastností ozářených materiálů. Důvodem pro vyvinutí 
SPT je nedostatek materiálu součástí v provozu (například rotory turbín, statorové skříně, tlakové a 
zásobní nádoby), ale také radioaktivita v případě komponent jaderných elektráren. Minimalizace veli-
kosti vzorku umožňuje SPT také získat informace o mechanických vlastnostech lokálních mikrostruk-
tur, např. svarech a přechodových vrstvách.  
Účel této zkoušky je určení mechanických vlastností, jako je creepové chování, Re, Rm, KIC, JIC 
atd. Většina vlastností se získává na základě empirické korelace, nebo numerickou simulací. 
Z numerických přístupů jsou nejčastěji publikovány dva. Prvním a doposud nejúspěšnějším je využití 
neuronových sítí. Mezi průkopníky této metody u SPT patří M. Abendroth [95], [96], který použil SPT 
nejen u tvárných materiálů, ale také na keramiku [97]. Druhým přístupem je provedení inverzní nume-
rické simulace pro získání křivky plastického zpevnění. Tímto přístupem se zabývali Campitelli [98], 
[99], [100], Egan [101] a Isselin [102] na ozářených materiálech, bohužel však bez výrazných úspě-
chů. Významnou roli ve studiu SPT sehrála organizace EPRI, která se SPT věnovala intenzivně [103].  
6.1 Specifické problémy penetračních testů a návrh jejich řešení 
SPT je zkouška poskytující informace nejenom o plastickém chování materiálu, ale i o jeho po-
rušení. Důležité pro naši práci bylo zmapovat úskalí této metody. Ve vzorku je během celého zatěžo-
vání obecná napjatost, a proto není možné určit křivku zpevnění, Re ani Rm přímo ze záznamu. Nejroz-
šířenější metodou k jejich určení jsou analytické korekce. Ty jsou však silně závislé na geometrii ná-
strojů, přesnosti výroby a měření. Představu o rozptylu výsledků analytických korekcí různých autorů 
dávají hodnoty v Tab. 22 (jde o materiály zkoušené na ÚFM). Z důvodu velkého rozptylu hodnot při 
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použití analytického přístupu je možné považovat numerický přístup za nezávislý na geometrii a vidět 
v něm značný potenciál. 
Našim cílem bylo navrhnout a odladit inverzní úlohu SPT s optimalizačním prvkem pro získání 
křivky zpevnění, Rm a Re a verifikovat ji na tahové zkoušce. Detailně je tento postup popsán ve zprá-
vách ÚAM Brno [104], [105], [106], [107], [108]. Dále navrhnout geometrii vzorků odvozených 
z klasických SPT penízků, u kterých by při zatěžování stejnými nástroji bylo možné dosáhnout růz-
ných napjatostí v místě iniciace a kalibrovat jimi parametry obecných kritérií tvárného porušení. Po-
sledním bodem je zjištění příčin nestandardního porušení vzorku popsaného v kapitole 6.2.8. 
 
Obr. 6.1 Experimentální sestava SPT 
 
6.2 Small Punch Test 
6.2.1 Normalizace SPT 
I přes tři dekády trvajícího vývoje metody se zkoušku nepodařilo standardizovat. V roce 2007 
byl vydán tzv. „Workshop Agreement CWA 15627, Code of Practice“ [110] (dále jen CoP). Tento 
dokument je doporučením k přípravě, provádění a vyhodnocování SPT. Získávání tahových a lomově-
mechanických charakteristik se věnuje jeho druhá část, a tou jsme se řídili i my.  
Měřící sestava: 
 Chyba měření síly by neměla přesáhnout ±1% z aktuálně měřeného záznamu. 
 Razník by měl být pokládatelný za tuhé těleso (≤ 55 HRC).  
 Poloměr razníku je doporučován r=1,25mm.  V našem případě r=1,0mm. 
 Měření posuvů by mělo být s přesností nejméně ±1% h. 
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Příprava vzorku: 
 Obrobení polotovaru vzorku na hpolotovar=1,1·h, z důvodu zpevnění povrchové vrstvy, 
dále broušení na plátně s hrubostí P320 a pak P1200 na tloušťku ±1%h.  
 Jmenovitý průměr vzorku d1=8mm, jmenovitá tloušťka vzorku h=0,5mm. 
 Měření tloušťky vzorku se provádí 4x po 90° po obvodu a jednou přes střed vzorku 
(výsledná tloušťka se průměruje). 
 Průměr vzorku se měří 2x po 90°. 
Rychlost zatěžování: 
 Rychlost přetvoření není u SPT konstantní. 
 Přibližná maximální doporučená rychlost přetvoření je   ̇ 
              . 
 Pro tahové zkoušky je dle EN 10002 max. rychlost přetvoření   ̇ 
             . 
  
  ̇ 
   
        
     
  
   
 (6.1) 
Vyhodnocení dat (metoda tečen): 
 Metodou nejmenších čtverců se lineární úseky proloží přímkami (viz Obr. 6.2), spočte 
se jejich průsečík a pro uA se dopočítá síla z experimentu. 
 Pro určení bodu B se doporučuje uB = h, (h může nabývat hodnot 0,3÷0,5mm).  
 
Obr. 6.2 Grafické určení meze kluzu a meze pevnosti metodou tečen 
 Určení lomové energie: 
 Je definována z plochy pod křivkou do posunutí razníku uf, což je posunutí razníku při 
poklesu síly o 20 % z maximální Fm. 
    ∫  ( )  
 
 
 
(6.2) 
 Efektivní lomové přetvoření: 
     (
  
  
) (6.3) 
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 74 
 
Obr. 6.3 Hodnoty geometrie pro výpočet efektivního lomového přetvoření [110] 
 
6.2.2 Vzorky 
Výroba samotných vzorků pro SPT není snadná, neboť je nutné dodržení přísných geometric-
kých podmínek              , na které jsou výsledky velmi citlivé. Také nesmí dojít 
k tepelnému ovlivnění materiálu při výrobě a musí být dosaženo akceptovatelné drsnosti a rovinnosti.  
Pro studium metody SPT bylo (na dvou pracovištích) vyrobeno a odzkoušeno celkem 45 vzorků 
austenitické ocele AISI 316L a 9 vzorků feriticko-bainitické ocele P91. Ocel AISI 316L výrobce Ace-
rinox byla z důvodu nestandardního porušení (viz kapitola 6.2.3) zkoušena i od dvou dalších výrobců 
Uddeholm a Vítkovice18. Ocel z Vítkovic byla pro výskyt σ-fáze vyzmetkována. Na oceli P91 byl 
laděn inverzní výpočet SPT popsaný v kapitole 6.3. 
Přehled vzorků je v Tab. 19. Patnáct broušených vzorků výrobce Acerinox, zkoušených na 
MMV, bylo použito pro kalibraci parametrů kritérií tvárného porušení. Vyrobeny byly 
z prodloužených upínacích hlav hladkých tahových vzorků, kde čísla vzorků 3, 10, 5, odpovídají 0°, 
45° a 90° natočení vůči směru válcování desky. 
Studován byl také vliv přípravy vzorků na výsledky. Z toho důvodu byla jedna sada vzorků při-
pravena vyjiskřováním přímo na požadovaný rozměr bez další úpravy. Tyto vzorky jsou v Tab. 19 
označeny kurzívou. Vliv je prezentován a shrnut na Obr. 6.16.  
 
 
                                                     
18
 Materiál je ve všech případech stejného označení AISI 316L, liší se však výrobcem. Všechny experimenty 
popsané v kapitole 5 byly od výrobce Acerinox. Z důvodu některých nestandardních lomových ploch a podezře-
ní na přítomnost σ-fáze, bylo rozhodnuto porovnat výsledky SPT s jinými výrobci AISI 316L. Byly zvoleny 
Uddeholm, který byl na ÚFM po metalurgické a metalografické stránce detailně zkoumán a považován za refe-
renční a Vítkovice [121], který byl vyzmetkován s vysokým obsahem nežádoucí σ-fáze.  
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Tab. 19 Značení vzorků SPT 
MMV
+ ÚFM+ MMV 
AISI 316L 
P91 
ACCERINOX
* 
UDDEHOLM
* VÍTKOVICE* 
0° 
3A 
0° 
A316_3_1 A316U_10 V_1 
0° 
Po_1 
3B A316_3_2 A316U_11 V_2 Po_2 
3C A316_3_3 A316U_12 V_3 Po_3 
3D A316_3_4 A316U_13 V_4 Po_4 
3E A316_3_5 A316U_14 V_5 Po_5 
45° 
10A 
45° 
A316_101 A316U_1_1  
90° 
Pr_1 
10B A316_102 A316U_1_2  Pr_2 
10C A316_103 A316U_1_3  Pr_3 
10D A316_104 A316U_1_4  Pr_4 
10E A316_105 A316U_1_5    
90° 
5A 
90° 
A316_5_1     
5B A316_5_2     
5C A316_5_3     
5D A316_5_4     
5E A316_5_5     
+
 zkušební organizace 
*
 výrobce materiálu 
0°, 45°, 90° poloha vzorku vůči směru válcování polotovaru 
 
6.2.3 Experiment 
Experimentální měření bylo provedeno na dvou pracovištích (MMV19 a ÚFM) s odlišnou geo-
metrií nástrojů. Popis geometrie nástrojů je uveden v Tab. 20. V MMV na jednoosém zkušebním stroji 
LabTest 5.10T od výrobce LaborTech ČR. Sestava nástrojů pro SPT je na Obr. 6.4 (vlevo). Na duhém 
pracovišti ÚFM, byl použit upravený creepovy stroj pro SPT. 
Na Obr. 6.4 (vpravo) je typický průběh zkoušky SPT rozdělen do šesti stádií, kde (I) přísluší 
elastické deformaci, (II) plastickému ohybu vzorku, který v části (III) přechází do biaxiálního tahu 
vzorku, a dále (IV) pokračuje zaškrcením vzorku a iniciací porušení s následným rozvojem trhliny (V) 
a dolomením (VI). Všechny experimenty byly realizovány za laboratorní teploty a při konstantní rych-
losti zatěžování.  
 
 
 
 
                                                     
19
 Materiálový a Metalurgický Výzkum s.r.o., Pohraniční 693/31, Vítkovice, Ostrava 703 00 
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Tab. 20 Rozměry geometrie nástrojů SPT 
Parametry geometrie 
MMV ÚFM 
AISI 316L P91 AISI 316L 
Poloměr razníku r [mm] 1,00 1±0,005 1,00 
Vnitřní φ spodní matrice d2 [mm] 4H8 4H7 4,0 
Rádius / sražení vnitřní matrice R / l [mm] R=0,5 l=0,2x45° l=0,2x45° 
Vnitřní φ horní matrice d3 [mm] 6,00 4,4 - 
Vnější φ horní matrice d4 [mm] 7,80 7,1 - 
Mezera mezi matricemi a vzorkem m [mm] 0,000 0,075 0,000 
 
 
 
Obr. 6.4 Sestava nástrojů použitých pro SPT (vlevo), a fáze záznamu z SPT (vpravo) [95] 
 
 
Experimenty provedené v MMV 
Některé z provedených zkoušek na MMV prezentovaných na Obr. 6.5 vykazují nestandardní si-
lový průběh (označeny šipkou). Jejich lomové plochy prezentované na Obr. 6.7 (vpravo) neodpovídají 
předpokladu dle Obr. 6.3. Fraktografický rozbor lomové plochy je popsán v kapitole 6.2.8. Geometrie 
všech vzorků před a po zkoušce je uvedena v Tab. 21. 
Pro kalibraci parametrů kritérií tvárného porušení byly vybrané průběhy převzorkovány a prů-
měrovány, viz Obr. 6.6. Vyskytl se však značný problém s určením okamžiku iniciace porušení, který 
není u této zkoušky v grafu výrazný. S největší pravděpodobností se bude jednat o část IV a maximál-
ní sílu, kdy zaškrcení vzorku vede k iniciaci makro trhliny. 
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Obr. 6.5 Výsledky SPT provedených ve třech směrech desky 
 
Obr. 6.6 Záznam výsledků průměrných hodnot experimentů 
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Tab. 21 Geometrie vzorků před a po zkoušce (MMV) 
Číslo vzorku 
h  [mm] 
– před 
d1 [mm] 
– před 
d1 [mm] 
– po 
3A 0,505 
8,0 
7,800 
3B 0,500 7,799 
3C 0,505 7,803 
3D 0,495 7,784 
3E 0,505 7,839 
10A 0,500 7,807 
10B 0,495 7,860 
10C 0,500 7,776 
10D 0,505 7,810 
10E 0,500 7,820 
5A 0,490 7,808 
5B 0,495 7,831 
5C 0,505 7,820 
5D 0,500 7,802 
5E 0,485 7,779 
Median  0,500 
- 
7,807 
Průměr  0,499 7,809 
Odchylka 0,005 0,017 
Experimenty provedené v ÚFM 
Pro odhalení příčiny nestandardního lomu zjištěného při zkouškách v MMV, byly na pracovišti 
ÚFM provedeny dodatečné zkoušky na vzorcích z druhé poloviny upínacích hlav hladkých tahových 
vzorků použitých v kapitole 5.2, a to včetně zkoušek ve směru výšky desky. Dále byly provedeny do-
plňující zkoušky materiálu AISI 316L od dvou jiných výrobců. Materiál výrobce Uddeholm byl zvo-
len jako referenční díky detailnímu materiálovému studiu na ÚFM (byl na něm také porovnán 
vliv typu opracování). Materiál výrobce Vítkovice obsahoval značné množství nežádoucí σ-fáze20. 
Přehled všech záznamů provedených zkoušek na ÚFM je na Obr. 6.8. 
 
Obr. 6.7 Standardní (vlevo) a nestandardní (vpravo) typ lomu 
 
                                                     
20
 Přítomnost σ-fáze v materiálu degraduje creepové vlastnosti a tažnost, zvyšuje Re a Rm. 
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Obr. 6.8 Výsledky zkoušek SPT materiálu AISI 316L (ÚFM) 
6.2.4 Analytický přístup 
Pro všechny materiály zkoušené na ÚFM byly provedeny výpočty analytických korekcí 
    
       
  . Výpočty byly provedeny podle autorů Mao&Takahashi [111], Guan&Wang [112], Garcia 
[113], Purmenský&Matocha [114] a Song [115]. Pro určení meze kluzu bylo použito jak tečné, tak 
sečné metody popsané v CoP [110]. Z výsledků v Tab. 22 nelze jednoznačně říci, který ze vztahů či 
metod určení meze kluzu je pro výpočet analytických korekcí nejvhodnější, neboť rozptyl je význam-
ný u všech. Jak je z Tab. 22 vidět, mez kluzu vypočtená z SPT se od meze kluzu získané z tahové 
zkoušky liší až o 52 % a mez pevnosti až o 90 %. Hlavní příčinou je zřejmě odlišná geometrie nástrojů 
použitých jednotlivými autory korekčních vztahů. 
Tab. 22 Mechanické charakteristiky získané výpočtem analytických korekcí (ÚFM) 
Vyhodnocené veličiny 
Mao,Takahashi 
[111] 
Guan, 
Wang 
[112] 
Garcia 
[113] 
Purmenský, 
Matocha 
[114] 
Song 
[115] 
Experiment 
(tah) 
    
[J], 
[110] 
A
C
E
R
IN
O
X
 
 
 
   
 
 
te
čn
a MPa 329,8 465,3 320,6 376,8 0 
324,7 
2
,0
6
1
7
 
% 1,6 46,3 -1,3 16,1 -15,4 
se
čn
a MPa 350,1 492,7 340,3 400,4 288,1 
% 7,8 51,7 4,8 23,3 -11,3 
 
  
 
 MPa 586,9 610,6 586,0 766,2 613,2 
621,3 
% -5,5 -1,7 -5,7 23,3 -1,3 
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Vyhodnocené veličiny 
Mao,Takahashi 
[111] 
Guan, 
Wang 
[112] 
Garcia 
[113] 
Purmenský, 
Matocha 
[114] 
Song 
[115] 
Experiment 
(tah) 
    
[J], 
[110] 
U
D
D
E
H
O
L
M
  
(e
l.
 d
is
ch
ar
g
ed
) 
 
 
   
 
 te
čn
a MPa 214,4 310,1 208,5 376,8 197,9 
298,0 
2
,1
0
2
8
 
% -25,8 7,3 -27,9 30,4 -31,5 
se
čn
a MPa 247,7 354,8 240,8 400,4 220,0 
% -14,3 22,8 -16,7 38,5 -23,9 
 
  
 
 MPa 472,3 551,9 511,9 551,2 547,4 
584,0 
% -19,1 -5,5 -12,3 -5,6 -6,3 
U
D
D
E
H
O
L
M
  
(g
ri
n
d
ed
) 
 
 
   
 
 
te
čn
a MPa 250,4 358,5 243,5 284,8 221,8 
298,0 
2
,1
3
7
3
 
% -13,3 24,1 -15,8 -1,4 -23,2 
se
čn
a MPa 304,4 431,2 296,0 347,5 257,7 
% 5,3 49,2 2,4 20,2 -10,8 
 
  
 
 MPa 480,9 556,3 517,5 551,6 552,4 
584,0 
% -17,7 -4,7 -11,4 -5,6 -5,4 
V
ÍT
K
O
V
IC
E
  
(g
ri
n
d
ed
) 
 
 
   
 
 
te
čn
a MPa 214,5 310,1 208,5 243,1 197,9 
241,0 
1
,0
5
6
1
 
% -11,0 28,7 -13,5 0,9 -17,9 
se
čn
a MPa 256,1 366,2 249,0 291,4 225,6 
% 6,3 51,9 3,3 20,9 -6,4 
 
  
 
 
MPa 59,3 340,4 245,1 467,8 310,3 
563,0 
% -89,5 -39,5 -56,5 -16,9 -44,9 
6.2.5 Citlivostní analýza 
Citlivostní analýzy byly provedeny u nejčastěji diskutovaných proměnných u SPT. Hodnocen 
byl jak vliv geometrie nástrojů a tření, tak i potenciální zanedbání pružnosti nástrojů, modelu materiá-
lu, velikosti svěrné síly na vzorek, či velikost konečnoprvkových elementů (detailní popis této pro-
blematiky se věnuje publikace [116]).  
Velikost elementu a časová náročnost výpočtu 
Snahou bylo minimalizovat výpočtový čas při zachování akceptovatelné přesnosti výpočtu. Ve-
likost konečnoprvkové sítě byla určována dle počtu elementů po výšce vzorku. V grafech níže jsou 
uvedeny výsledky plastického přetvoření a redukovaných napětí v místě iniciace porušení v závislosti 
na počtu elementů (Obr. 6.9 vpravo) a časová náročnosti těchto výpočtů (Obr. 6.9 vlevo). Dále také 
vliv změny velikosti elementů na výslednou silovou reakci SPT, viz. Obr. 6.10. Jako optimum bylo 
zvoleno sedm elementů po výšce vzorku. 
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Obr. 6.9 Vliv velikosti elementů na výpočtový čas a výsledky proměnných 
 
Obr. 6.10 Změna silové reakce při změně počtu elementů po výšce vzorku 
Vliv výšky vzorku „h“ 
Grafické výstupy analýzy vlivu nedodržení výšky vzorku „h“ (předepsané v CoP) na výsledky 
citlivostní analýzy jsou uvedeny na Obr. 6.11.  
 
Obr. 6.11 Vliv rozptylu výšky vzorku „h“ dle CoP (vlevo) a reálných vzorků Acerinox zkoušených na 
MMV (vpravo) 
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Vliv svěrné síly na vzorek 
K častým diskuzím také dochází při simulaci svírání vzorku mezi spodní a horní lisnici. Jak se 
citlivostní analýzou potvrdilo, SPT není významně citlivý na velikost svěrné síly (Obr. 6.12 vlevo). To 
však neplatí, pokud je mezi lisnicemi a vzorkem vůle (Obr. 6.12 vpravo). 
 
Obr. 6.12 Vliv velikosti přítlaku na vzorek (vlevo), vliv vůle mezi vzorkem a matricí (vpravo) 
Vliv velikosti zaoblení či sražení spodní matrice 
Doporučená úprava vnitřní hrany spodní matrice je dle CoP sražení, a to l=0,2x45°. Vliv úpravy 
sražením, či zaoblením na výsledné reakční síly a posuvy razníku je vidět na Obr. 6.13 
 
Obr. 6.13 Vliv zaoblení, či sražení vnitřního průměru spodní matrice 
Vliv tření 
Velikost tření je u SPT nejdiskutovanější proměnnou, a jeho vliv je dobře demonstrován na Obr. 
6.14 vlevo. V této práci byl pro její popis použit coulombovským součinitelem tření f. Při variování 
součinitele tření mezi razníkem a vzorkem bylo pozorováno jak ovlivnění rozložení, tak ovlivnění 
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polohy maximálního plastického přetvoření. Při zmenšování součinitele smykového tření dochází 
k posuvu maxima do vrchlíku vzorku a největšímu plastickému tečení na vrchlíku, což ale nekore-
sponduje s experimenty, kde dochází k zaškrcení pod úhlem cca 30° až 40° od vrchlíku. 
 
Obr. 6.14 Vliv tření mezi razníkem a vzorkem (vlevo) a vzorkem a ostatními nástroji (vpravo) 
Vliv modelu materiálu 
U materiálu AISI 316L byla hodnocena citlivost silové odezvy SPT na průběh křivky zpevnění. 
Srovnány byly tyto modely křivky zpevnění: křivka bez zpevnění za mezí pevnosti, druhá křivka ka-
librovaná z tahových vzorků ve směru 0° a třetí ve směru 90°, viz. na Obr. 6.15 vpravo je vidět silná 
závislost silové reakce SPT na hodnoty křivky zpevnění. 
 
Obr. 6.15 Vliv modelu plasticity (vlevo) na silovou odezvu SPT (vpravo) 
Vliv technologie přípravy vzorků 
Vzorky jsou standardně připravovány (ručním) broušením na metalografických brusech, existují 
už ale i jiné metody. My jsme zvolili broušení a vyjiskření vzorků. Na ÚFM byly vyrobeny dvě sady 
po pěti vzorcích z materiálu AISI 316L výrobce Uddeholm. Jak ukazují průměrné hodnoty výsledků 
na Obr. 6.16, vyjiskřené vzorky dosahují o 1,9 % nižších maximálních reakčních sil a o 3,18 % nižších 
posuvů při rozvinutí trhliny. 
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Obr. 6.16 Rozdíl v technologii přípravy vzorku 
 
Výsledky citlivostních analýz lze shrnout do několika bodů: 
1) Optimální počet elementů po výšce vzorku je sedm, při zachování akceptovatelné přesnosti. 
Z důvodu nehomogenní deformace je vhodné lineárně zahustit síť směrem k razníku.  
2) Vliv tření je nezanedbatelný mezi razníkem a vzorkem. Jeho velikost ovlivňuje nejen reakční 
síly, ale i rozložení plastického přetvoření. Součinitel coulombovského tření byl určen na  
f = 0,1. 
3) Vliv elastické deformace nástrojů, především razníku je < 1 % posuvu při maximální zatěžo-
vací síle pro materiál AISI 316L.  
4) Pro zmenšení rozptylu měřených hodnot je třeba dodržovat geometrii vzorků i nástrojů dle 
CoP.  
5) Při výrobě nástrojů je vhodné volit konstrukci tak, aby bylo vždy docíleno svěrného tlaku na 
vzorek bez možnosti vůle. 
6) Silové reakce SPT jsou značně citlivé na model materiálu. Což může být problematické při 
extrapolaci křivky zpevnění z tahové zkoušky. 
6.2.6 Numerická simulace 
Numerický model SPT byl vytvořen v programu ABAQUS jako axisymetrický. Geometrie 
vzorků vychází z průměrných hodnot měření. Součinitel coulombovského tření byl na základě citli-
vostní analýzy zvolen f = 0,09. Vzorek není mezi nástroji sevřen s předepnutím, ale je s nulovou vůlí. 
Všechny nástroje byly modelovány jako ideálně tuhé. Matrice byly vetknuty a razníku byl povolen jen 
osový kvazistatický pohyb. Zatěžován byl lineárně až do maximální reakční síly, kdy předpokládáme 
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iniciaci porušení. Místo iniciace je voleno podle nejvyššího dosaženého plastického přetvoření, což 
bývá cca 30° až 40° od osy vzorku (Obr. 6.17). 
 
Obr. 6.17 Numerický model SPT (vlevo), místo iniciace (vpravo) 
6.2.7 Porovnání napjatosti 
Zatěžovaní SPT a tahových vzorků je odlišné, proto je vhodné porovnat redukované napětí dle 
HMH významných ekvivalentních bodů. Z nich je na Obr. 6.18 zřejmé, že k dosažení meze kluzu 
u SPT dochází nejenom při malých deformacích, ale i malých zatěžovacích silách, což klade vyšší 
nároky na přesnost měřícího zařízení. Přesto, že je mez pevnosti u SPT analyticky určována 
z maximální dosažené síly, redukované napětí odpovídající Rm u tahové zkoušky leží jinde. 
      
Obr. 6.18 Porovnání ekvivalentních bodů napjatosti a přetvoření 
 
6.2.8 Fraktografie 
Pro objasnění vzniku nestandardních trhlin u vzorků zobrazených na Obr. 6.7 vpravo bylo na 
REM ÚFM provedeno fraktografické vyhodnocení lomových ploch. Trhliny přes vrchlík se vyskytly u 
vzorků ve všech směrech desky (0°, 45°, 90°), jejich iniciace nastává dříve, jak je vyznačeno černými 
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šipkami v grafu na Obr. 6.5. Pro bližší zkoumání byly vybrány dva demonstrativní vzorky s odlišnými 
trhlinami. Na Obr. 6.19 je vidět vzorek s výrazným plastickým zaškrcením, které při zvětšení končí 
ostrým zúžením a připomíná superplasticitu tahových vzorků. U vzorku s nestandardním lomem na 
Obr. 6.20 (vlevo) nedochází k tak velké plastické deformaci a lomová plocha (vpravo) obsahuje dvě 
morfologie usměrněné v pásech, kde tvárná plocha vyčnívá nad fázi křehkou. Z pozorování a Obr. 
6.21 vyplývá, že zkouška SPT může z důvodu malého objemu materiálu poskytnout informaci o pří-
tomnosti minoritních fází, které se při standardních zkouškách neprojeví. Detailněji je rozbor materiá-
lu popsán v následující kapitole. 
 
 
Obr. 6.19 Standardní lomová plocha s tvárným porušením  
 
Obr. 6.20 Lomová plocha se smíšeným porušením 
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Obr. 6.21 Detaily lomových ploch 
6.2.9 Rozbor materiálu AISI 316L (Acerinox) 
Ve spolupráci s ÚFM byl proveden detailní rozbor materiálu s cílem určit příčiny nestandard-
ních lomů u SPT vzorků, popsán je ve zprávě [117]. V této práci jsou uvedeny pouze výsledky získané 
z chemických metalografických analýz, rentgenové difrakce, fraktografie, feritoskopie a srovnání ma-
teriálu AISI 316L od výrobce Acerinox s materiály ostatních výrobců. 
Z prvních REM snímků lomových ploch SPT a chemického složení provedeného na ÚMVI vze-
šlo podezření na vysoký výskyt δ-feritu21. Nejedná se v zásadě o škodlivou fázi, neboť δ-ferit je tvár-
nou fází. δ-ferit ale nevysvětluje pozorované křehké chování. Ocel AISI 316L je však z několika zdro-
jů [118], [119], [120], [121] náchylná na tvorbu σ-fáze22, která se přednostně tvoří z δ-feritu. Z tohoto 
důvodu byly na lomových plochách provedeny lokální chemické analýzy a s použitím rovnic (6.4 a 
6.5) pro Shaefflerův diagram byly vypočteny hrubé podíly jednotlivých fází. Místa a výsledky lokál-
ního chemického složení jsou prezentovány na Obr. 6.22 a v Tab. 23.  
Na Obr. 6.23 značí červený bod předpokládaný poměr fází chemického složení dle Tab. 7. Ze-
lený bod je vypočten pro lokální chemické složení lomové plochy se standardním tvárným typem lo-
mu (Obr. 6.22 vlevo). Modrý bod je vypočten pro naměřené lokální chemické složení s nestandardním 
typem lomu (Obr. 6.22 vpravo). 
                                                     
21
 δ-ferit je feromagnetická fáze v austenitických a martenzitických ocelích s bcc mřížkou. δ-ferit vzniká za tep-
lot 1392 °C až 1536 °C. Jeho přítomnost v ocelích za (při 20 °C) je důsledkem rychlého ochlazení při výrobě, 
kdy nedojde k jeho rozpadnutí. Jeho přítomnost v ocelích (určité množství) pozitivně ovlivňuje proces svařování, 
neboť potlačuje vznik trhlin za horka.  
22
 σ-fáze je nežádoucí křehká stabilní intermediální fáze vyskytující se převážně v austenitických a feritických 
korozivzdorných ocelích. Tato nemagnetická fáze se při výrobě nukleuje již po 5 min. nejnepříznivější kombina-
ce. Ke zrychlení přeměny δ-feritu na σ-fázi přispívá zvýšení obsahu Cr, Si a Mo. Její přítomnost zvyšuje tvrdost, 
křehkost, mez kluzu a pevnosti, naproti tomu klesají houževnatost, tažnost, kontrakce a creepové vlastnosti. 
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Obr. 6.22 Místa lokálního chemického složení tvárného lomu (vlevo) a nestandardního lomu (vpravo) 
Tab. 23 Výsledky lokální chemické analýzy (hm.%) 
Místo Fe Cr Mo Ni Mn Si Creq Nieq 
2 54,9 25,1 10,5 6,8 1,7 1,0 
35,75 7,91 3 57,9 25,4 7,6 6,4 1,9 0,8 
Průměr 2, 3 56,4 25,3 9,1 6,6 1,8 0,9 
4 62,6 18,4 3,3 12,8 1,8 0,8 
23,45 14,21 5 62,5 18,1 3,9 12,9 1,8 0,9 
Průměr 4, 5 62,6 18,3 3,6 12,9 1,8 0,9 
 
Obr. 6.23 Shaefflerův diagram 
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Z výsledků analýz nestandardního lomu je evidentní dominantní podíl δ-feritu. Pro důvěryhod-
nější určení podílu δ-feritu v materiálu byla provedena feritoskopie. Podstatou feritoskopie je měření 
procentuálního objemu magnetické fáze v materiálu. V nedeformovaném materiálu23 předpokládáme 
tři fáze. Nemagnetickou austenitickou ocel γ (fcc), magnetický δ-ferit s bcc mřížkou a σ-fáze 
s tetragonální mřížkou (bct), která magnetická není. Měřením na nedeformovaném materiálu byla 
zjištěna průměrná hodnota δ-feritu 2,9 hm%.  
K určení přítomnosti δ-feritu a σ-fáze byla využita rentgenová difrakce. Jedná se o povrchovou 
metodu a její princip je popsán v [117]. Měření bylo provedeno na dvou pracovištích ÚFM a ÚMVI, 
ale ani jedno nepotvrdilo měřitelný podíl σ-fáze ve vzorcích. Průměrný obsah δ-feritu ve třech vzor-
cích byl 8,4 %. V porovnání s feritoskopií se jedná o téměř trojnásobné množství. Důvodem je prav-
děpodobně nerovnoměrné rozložení jednotlivých fází, viz Obr. 5.3.  
Následná metalografická analýza potvrdila výskyt σ-fáze pouze v několika případech viz Obr. 
6.24. Jak však poznamenala Martínková [122], ke změně mechanických vlastností materiálu dochází 
dříve, než kdy je možné stanovit přítomnost σ-fáze metalograficky či fraktograficky.  
 
 
Obr. 6.24 Pozorované fáze ocele AISI 316L (Acerinox) 
                                                     
23
 Při deformaci materiálu dochází k tvorbě deformačně indukovanému martenzitu (DIM). DIM jinak nazývaný 
α’- martenzit je magnetický.  
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6.2.10 Obtíže 
Ke kalibraci křivky zpevnění používáme tahovou zkoušku v celém rozsahu. To přináší problém 
při simulaci penetrační zkoušky. Nukleace dutin, jejich následný růst a koalescence je degradační me-
chanismus, který se neřídí pouze redukovaným napětím. Při simulaci SPT používáme křivku zpevnění 
kalibrovanou z tahové zkoušky, která už vliv dutin zahrnuje. K rozvoji plastické deformace u SPT 
dochází později než u tahových vzorků, tím při simulacích dostáváme nižší reakční síly než při expe-
rimentu. Tento rozdíl je prezentován na Obr. 6.25 a Obr. 6.26. 
 
Obr. 6.25 Předčasné zaškrcení SPT vzorku (P91) způsobené „zahrnutím degradace“ materiálu při ta-
hové zkoušce (f = 0,09) 
 
Obr. 6.26 Předčasné zaškrcení SPT vzorku (AISI 316L) způsobené „zahrnutím degradace“ materiálu 
při tahové zkoušce (f = 0,09) 
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 91 
Dalším problémem je odlišné chování materiálu při namáhání tahem, smykem a tlakem, jak je 
popsáno v kapitole 2.1. Některé komerční programy sice umožňují toto chování zohlednit, v případě 
našich simulací tvárného porušení, realizovaných pomocí uživatelské subroutiny  
VUMAT programu ABAQUS, by to však bylo dosti problematické. Křivky zpevnění materiálu AISI 
316L byly kalibrovány jak z jednoosých tahových zkoušek a zkoušky pěchovací, tak i inverzním po-
stupem ze zkoušky SPT, popsané v kapitole 6.3. Získané křivky zpevnění jsou porovnány na Obr. 
6.27. U křivek plasticity kalibrovaných z tahové a SPT zkoušky je vidět dobrá shoda při nízkých plas-
tických deformacích. Při deformacích nad        vykazuje křivka z tahové zkoušky nižší zpevnění. 
 
Obr. 6.27 Křivky zpevnění matriálu 316L získané z různých experimentů 
 
6.3 Inverzní analýza SPT 
Jedním z dílčích cílů této práce bylo vytvořit inverzní iterační úlohu pro výpočet křivky zpev-
nění přímo ze záznamu SPT.  Principem je nalézt takové hodnoty parametrů numerického modelu 
SPT, pro které bude rozdíl mezi vypočtenou a experimentální křivkou SPT minimální. Základní po-
stup této inverzní analýzy lze shrnout do třech kroků: 
A. Pro optimalizované parametry výpočtového modelu se navrhnou konkrétní hodnoty 
proměnných. 
B. Pro tyto hodnoty parametrů se provede numerický výpočet křivky reakční síly SPT. 
C. Porovnají se výsledky experimentální a vypočtených reakčních křivek. Kroky A. a B. je 
nutné provádět tak dlouho, dokud není rozdíl mezi křivkami akceptovatelný.  
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6.3.1 Optimalizace 
Cílem optimalizačního algoritmu je nalézt globální minimum účelové funkce. Metod řešení je 
celá řada a dle typu úlohy lze využít různé algoritmy. Algoritmy lze podle Krčmáře [123] rozdělit do 
tří skupin: 
1) Přímé algoritmy patří mezi jednodušší přístupy, které nevyžadují výpočet derivací účelové 
funkce. Jejich nevýhodou je konvergence do lokálních minim a pomalý výpočet, který zahrnuje 
porovnání řešení každé iterace s nejlepším předchozím řešením. 
2) Gradientní algoritmy využívají lokální derivace účelové funkce k hledání dalšího lokálního 
minima. Mezi gradientní algoritmy patří Newtonské metody (jde o optimalizace využívající 
první a druhé derivace) a metoda největšího spádu. Výsledky těchto metod jsou silně závislé na 
počátečních podmínkách. Pro nalezení globálního minima je vhodné výpočet provést několikrát 
s odlišnými startovními hodnotami parametrů. 
3) Heuristické algoritmy jsou vývojově nejmladší. Patří mezi ně genetický algoritmus24, evoluční 
programovací algoritmus, a také SOMA (Self-Organizing Migration Algorithm). Výhodou těch-
to pravděpodobnostních algoritmů je robustnost, neboť pravděpodobnost konvergence do lokál-
ního minima je malá. Tyto metody nepotřebují ani derivace a fungují pro většinu funkcí.  
Porovnání vypočtené a experimentální křivky (realizace kroku C.) se provádí metodou nejmen-
ších čtverců, nebo jí podobnými přístupy. V našem případě byla použita euklidovská norma vyjádřená 
rovnicí (6.6).  
‖ ‖  √∑  
 . (6.6) 
6.3.2 Inverzní analýza 
Při využívání numerických modelů v optimalizačních úlohách nemají účelové funkce analytické 
vyjádření a vystupují jako „black box“. U numerického modelu SPT se jedná o výpočet se všemi neli-
nearitami, tj. materiálovou, kontaktní i geometrickou. Pro takovýto osově symetrický výpočtový mo-
del o jednoduché geometrii (viz Obr. 6.28) je potřeba velkého výpočetního výkonu.  
 
                                                     
24
 Základní myšlenkou genetického algoritmu je výběr vhodných rodičovských párů pro vytvoření nových po-
tomků. Po výpočtu první generace jedinců (s různými parametry) jsou uplatňovány operátory selekce, křížení, 
mutace, atd. Nevýhodou těchto metod v porovnání s gradientními metodami je výrazně vyšší počet iterací. 
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Obr. 6.28 MKP model pro inverzní úlohy 
Na základě testovacích analýz byl pro optimalizaci vybrán genetický algoritmus, jeho výhodou 
je necitlivost na divergenci výpočtu. Z těchto důvodů předpokládáme nutnost provedení až stovky 
iterací k nalezení optima účelové funkce25. Proto je nutné vybrat pouze významné parametry: 
1) C1-C5   materiálové konstanty konstitutivního modelu Voce (rovnice 2.3) 
2) E-modul  Youngův modul pružnosti (z důvodu rozkmitu experimentálních záznamů) 
3) h  výška vzorku (v rozmezí ±1%h) 
4) ft  součinitel Coulombovského tření 
Z rozboru napjatosti v kapitole 6.2.7 známe rozložení ekvivalentních bodů tahové a SPT křivky. 
Podle toho jsme vybrali části záznamu, které jsou pro nás důležité. Ze zkušeností se jako vhodnější 
jeví vytvoření kombinace více účelových funkcí a využití váhových funkcí či použití hranic rozptylu. 
Konečnoprvkový parametrický model byl vytvořen v programovacím jazyku ANSYS APDL. 
Namísto generování vlastního kódu optimalizace bylo využito možností programu OptiSLang firmy 
Dynardo (verze 3.2.3), který podporuje rozhraní programu ANSYS. Pro inverzní úlohu byly použity 
měření na materiálu P91 a geometrie nástrojů z Tab. 20. Na Obr. 6.29 jsou pro ilustraci prezentovány 
záznamy všech realizovaných SPT v průběhu vývoje metody. Vzorky označené DS (=dodaný stav), 
                                                     
25
 Nejvíce úsilí při optimalizaci konečnoprvkového modelu bylo věnováno nastavení kontaktních prvků, které při 
relativně hrubé síti generovaly nereálné odskoky v silové odezvě. Přesto se v některých případech tyto „odsko-
ky“ nadále objevují. 
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TZ1 (=teplotní zpracování 1), TZ2 (=teplotní zpracování 2), DS III (=vzorky vyrobené z mís-
ta polotovaru o 90°26 otočeného k DS).  
 
Obr. 6.29 Výsledky SPT z MMV pro čtyři typy materiálu P91 
6.3.3 Analýza výsledků a úskalí optimalizace 
Cílem inverzní úlohy je nejenom získání co nejlepšího popisu křivky zpevnění, ale také určení 
meze kluzu a meze pevnosti. Lze předpokládat, že rozptyl Rm z důvodu velkých plastických deformací 
nebude tak významný jako u Rp0,2, která leží v počátcích   ̅. Při určování Rp0,2 se pohybujeme v oblasti 
mnohonásobně nižších zatíženích (1/6 až 1/9 u zkoumaných materiálů) vůči maximálním silám, což 
klade velmi vysoké nároky na přesnost měření a celé měřící sestavy.  
Pro optimalizaci byly vytvořeny dvě účelové funkce. Jedna ve smyslu odstavce 6.2.7, tedy od 
elastického přetvoření do tvorby krčku a druhá účelová funkce27 v oblasti malých plastických defor-
mací pro zpřesnění aproximace a tím i zpřesnění Rp0,2. Jedna úloha se standardně skládá ze 400 až 600 
iterací. Porovnání iterací jedné úlohy s experimentem je na Obr. 6.30. Porovnání referenční křivky 
zpevnění získané inverzní úlohou z SPT a z tahové zkoušky je na Obr. 6.31. Prezentovány jsou také 
                                                     
26
 Polotovarem vzorků bylo parovodní potrubí, osa příčných vzorků byla v tečném směru potrubí. Tyto vzorky 
odhalily výraznou anizotropii materiálu. 
27
 Při použití pouze jedné účelové funkce pro optimalizaci celého silového záznamu SPT nevykazuje kalibrovaná 
křivka zpevnění reálné zpevnění při malém plastickém přetvoření. Důsledkem je nezaškrcení numerického mo-
delu tahové zkoušky, což je nejenom nereálné, ale významně zkresluje protažení, či přetvoření, při kterém do-
chází k posuvu meze pevnosti, a to až o 210 %.  
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výsledky inverzní úlohy vzorků kolmých na osu tahové zkoušky, na Obr. 6.29 označených jako 
„DS_III-příčný“. Parametry získané z optimalizací jsou porovnány v Tab. 24. 
 
Obr. 6.30 Porovnání všech výsledků iterací s experimentem 
Získaná křivka zpevnění z SPT nám nyní slouží jako vstupní materiálová charakteristika do 
numerického modelu tahové zkoušky pro získání Rp0,2 a Rm. Vypočtené a experimentální tahové křivky 
jsou porovnány na Obr. 6.32. V oblasti meze pevnosti je rozdíl mezi nimi nejpravděpodobněji způso-
ben mezerou mezi vzorkem a horní a dolní matricí. Její význam je patrný z Obr. 6.12. 
 
Tab. 24 Kalibrované parametry křivek zpevnění materiálu P91 
 C1 C2 C3 C4 C5 
E-modul 
[MPa] 
h 
[mm] 
ft 
Tahová 
zkouška 
696,64 157,9 46,69 435,37 1,257 216137 - - 
SPT 696,3 88,97 169,78 585,17 1,22 161560 0,499 0,1 
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Obr. 6.31 Porovnání referenční a kalibrované křivky zpevnění materiálu P91 
 
Obr. 6.32 Porovnání vypočtených a experimentálních tahových křivek 
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Tab. 25 Vypočtené základní mechanické vlastnosti 
 Jednoosý tah Celý záznam SPT Optimum I z SPT 
Re [MPa] 703,6 566,6 715,9 
rozdíl [%] 0 -19,5 1,7 
Rm  [MPa] 826,7 904,5 780,0 
rozdíl [%] 0 9,4 -5,6 
u (Rm) [mm] 1,7194 5,3289 0,8409 
rozdíl [%] 0 209,9 -51,1 
Experimenty a výpočty provedené na MMV jsou detailně popsány ve zprávách [104], [105], 
[106], [107], [108]. I přes nezanedbatelné problémy s přesností výroby vzorků a měřením SPT lze 
pokládat dosažené hodnoty Rp0,2 a Rm (viz 
Tab. 25) za akceptovatelné.  
 
6.3.4 Úskalí měření SPT 
Výsledky prvních experimentálních měření nebyly uspokojivé. Pro zpřesnění měření posuvů 
byla měřící sestava (Obr. 6.4 pro P91) upravena pro měření deflexe (průhybu) vzorku, čímž byla tu-
host měřícího stroje eliminována. Současně byla pro eliminaci tuhosti stroje vytvořena kalibrační rov-
nice. Porovnání výsledků při měření deflexe, posuvu razníku s a bez korekce tuhosti stroje jsou pre-
zentovány na Obr. 6.33.  
 
Obr. 6.33 Porovnání výsledků SPT pro P91 po eliminací tuhosti měřícího stroje 
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6.4 Návrh upravených vzorků SPT pro kalibraci kritérií tvárného  
porušení 
Možnost simulace tvárného porušení svarů, či dokonce tepelně ovlivněné oblasti, s dostatečnou 
přesností je v technické praxi velmi žádoucí. Nabízí se proto využití SPT vzorků, kterými lze tyto 
oblasti popsat díky malým rozměrům vzorku. Navržené úpravy28 penetračního vzorku vychází pouze 
z numerických simulací. Pro ověření předpokladů je nutná experimentální verifikace.  
Byly zvoleny tři typy namáhání vzorků. Prvním typem zatěžování je standardní penetrace vzor-
ku, druhým typem je méně rozšířené smykové namáhání a třetím typem je experimentálně nejjedno-
dušší tahové namáhání vzorků. U všech prezentovaných modifikací je také nutné přihlédnout 
k realizovatelnosti geometrie, dostatečné geometrické přesnosti a proveditelnosti samotné zkoušky. 
6.4.1 Zatěžování tahem 
Ke kalibraci parametrů tvárných kritérií byla navržena úprava geometrie vzorků pro namáhání 
jednoosým tahem. Vedle vyříznutých plochých tahových vzorků viz Obr. 6.34 (s jejich zkouškami 
mají dobrou zkušenost v Comtes FHT) bylo testováno také několik variant s vruby. Jak je vidět na 
Obr. 6.38, u vzorků s vruby po průměru nedochází k potřebnému rozptylu kalibračních bodů v rovině 
η-ξ. To se nestane ani při vytvoření centrálního otvoru ve vzorku, což slibovaly výsledky publikované 
prof. Wierzbickým [124]. Převážná většina výsledků se napjatostně blíží jednoosé tahové zkoušce. 
 
Obr. 6.34 Upravená geometrie penízků namáhaná tahem 
Pokud je však vytvořen symetrický vrub po tloušťce vzorku, jak je vidět na Obr. 6.35, je dosa-
ženo napjatosti při iniciaci porušení blízké rovinné deformaci. Na Obr. 6.38 jsou výsledky citlivé i na 
poloměr vrubu. V modelech byly použity R = 1.5 mm a R = 1 mm. 
 
Obr. 6.35 Micro CT těleso a penízky vrubované symetricky po tloušťce 
                                                     
28
 Na výsledky SPT zkoušky má vliv několik proměnných, jejichž význam byl analyzován v kapitole 6.2.5. 
Z tohoto důvodu je vhodnější úprava samotného vzorku, než geometrie nástrojů. 
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6.4.2 Zatěžování smykem 
Hodnoty napjatosti blízké smykovému namáhání lze u SPT získat dvěma způsoby. Buď budeme 
smykově namáhat vzorek s co nejmenším poloměrem vrubu viz Obr. 6.36, nebo využijeme Shear 
Punch Test, kterým se intenzivně zabýval např. Lucas [125].  
 
Obr. 6.36 Smykově namáhaný vzorek s vrubem 
 
6.4.3 Zatěžování penetrací 
Při penetraci vzorku razníkem se z kladných hodnot normalizovaného třetího invariantu deviá-
toru napětí dostáváme do záporných hodnot blízkých     . Vzorky o výšce           byly 
opatřeny nesymetrickým vrubem (viz Obr. 6.37), či důlkem po průměru, kde byla výška vzorku 
v nejtenčím místě rovna h. Výsledky napjatosti v místě předpokládané iniciace porušení jsou na Obr. 
6.38. 
 
Obr. 6.37 Vzorky namáhané penetrací razníku 
Je nutné poznamenat, že místo iniciace bylo vybráno na základě maximálního přetvoření a také 
zkušeností autora. Maximální hodnoty η i ξ se v průběhu zatěžování po geometrii vzorku pohybují, 
výsledky jsou však získány z jediného uzlu. 
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Obr. 6.38 Varianty kalibračních těles odvozených z penízku SPT v rovině ξ (y osa) – η (x osa) 
 
6.4.4 Praktická aplikace upravených SPT vzorků 
Z Obr. 6.38 je zřejmé, že úpravou geometrie penízku je možné docílit širokého pole napjatosti a 
s největší pravděpodobností i kalibrovat parametry univerzálního kritéria tvárného porušení pro lokál-
ní oblasti, jako jsou například svary. Využití takto kalibrovaných univerzálních kritérií tvárného poru-
šení lze v lomové mechanice. 
Znalost lomové houževnatosti je stěžejní při posuzování komponent s trhlinou v provozu. Elas-
to-plastická lomová mechanika předpokládá nezanedbatelně malé pole plastických deformací na čele 
trhliny. Parametry lomové mechaniky tj. KIC a JIC  se experimentálně určují nejčastěji zkouškami tří-
bodovým ohybem, nebo zkouškou CT tělesa. Lze si tedy představit aplikaci kritérií tvárného porušení 
na plastickou oblast okolí trhliny a s jejich pomocí vypočítat energii potřebnou k šíření trhliny. Na 
Obr. 6.38 je vidět poloha napjatosti mikro CT tělesa (jehož geometrie byla přebrána ze článku [126]) 
v rovině ξ-η, u kterého předpokládáme iniciaci ve středu stěny při poloměru vrubu          .   
Tento způsob užití kritérií tvárného porušení má však své úskalí. Je jím až příliš malá plastická 
oblast na čele trhliny se všemi důsledky v porovnání s makroskopickou plastickou deformací, pro kte-
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rou byla kritéria navržena. Pokud se tento problém podaří vyřešit, bude se jednat o významný krok ve 
využití miniaturních vzorků obecně. 
 
6.5 Numerická simulace SPT včetně porušení 
V kapitole 5.6.2 bylo kalibrováno osm univerzálních kritérii pro materiál AISI 316L. Verifikace 
kritérií a kvality jejich kalibrace byla provedena numerickou simulací 3D vzorku SPT. Pro jednotlivá 
kritéria byla vytvořena v explicitním kódu programu Abaqus (kolegou Ing. Petrem Kubíkem) uživatel-
ská subrutina VUMAT. Při testovacích výpočtech byla zjištěna citlivost rozvoje trhliny na nehomoge-
nitu konečnoprvkové sítě. Z tohoto důvodu byla střední část vzorku, kde dochází k největším plastic-
kým deformacím síťována pravidelnými šestistěny o velikosti hrany 0.07 mm. Modely, kterými byly 
kalibrovány parametry kritérií, měly obdobnou velikost elementů.  
Na Obr. 6.39 jsou porovnány vypočtené a experimentální (průměrné) silové reakce SPT. Krité-
rium Xue a jeho rozšíření o jeden kalibrační parametr „XUE2“ predikuje porušení příliš brzy. Jak je 
vidět na Obr. 6.40 („Xue-Wierzbicki“), charakter lomové plochy se podobá spíše křehkému porušení. 
O něco lepší silovou odezvu dává kritérium „BAI“. Jak je ale vidět z lomových ploch, k mazání ele-
mentů dochází na nesprávných místech a navíc příliš brzy. Kritéria „EMC“, „EMC2“ a „KHPS“ pre-
dikují iniciaci porušení nejvěrohodnější.  
V provedených výpočtech 3D SPT byly elementy vymazány v okamžiku dosažení kritické hod-
noty kumulativní funkce. Pro zlepšení popisu porušení za maximální reakční silou, tedy v místě rozvo-
je trhliny by bylo vhodné zahrnout do subroutiny VUMAT i algoritmus pro rozvoj trhliny. Zohlednění 
rozvoje trhliny by mohlo být významné např. při určování R-křivky. 
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 102 
 
Obr. 6.39 Výsledky numerických simulací SPT včetně porušení 
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Obr. 6.40 Redukované plastické přetvoření dle jednotlivých kritérií SPT zkoušky 
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7. PŘÍNOS PRÁCE A DOPORUČENÍ PRO DALŠÍ VÝVOJ 
Přínosy disertační práce lze shrnout do několika následujících bodů: 
 Testováno bylo 16 konstitutivních vztahů na 10 multilineárních křivkách plastického 
zpevnění různých kovových materiálů. Nejpřesnější aproximace byla získána vztahem 
Voce (rovnice 2.3), který byl rozšířen o zahrnutí vlivu rychlosti přetvoření a teploty (rov-
nice 2.4). 
 Byly kalibrovány a verifikovány křivky zpevnění třech materiálů viz Tab. 26. Pro AISI 
316L byl porovnán analytický, numerický inverzní iterační a optimalizační přístup kalib-
race.  
 Pro materiál AISI 316L byla navržena a provedena rozsáhlá experimentální práce. Vedle 
tahových zkoušek hladkých a vrubovaných vzorků byly provedeny pěchovací zkoušky, 
zkoušky vzorků typu motýlek, NT těles a SPT vzorků. To vše včetně metalografického a 
fraktografického vyhodnocení. 
 Pro pěchovací zkoušky byl navržen přípravek, tzv. rotátor, umožňující on-line sledování 
celého obvodu vzorku a tedy přesnější detekci iniciace trhliny. 
 S pomocí nově navrženého vzorku válečku s důlkem bylo potvrzeno, že iniciace porušení 
může nastat i při nižší triaxialitě napětí než η < -1/3. Tato hodnota byla doposud považo-
vána za limitní pro tlakovou oblast. 
 Zkoušky vzorků typu motýlek a NT tělesa nás upozornily na nedostatky výrobních a mě-
řících procesů. 
 Pro materiál AISI 316L a ČSN 412050 bylo kalibrováno pět kritérií tvárného porušení viz 
Tab. 26. 
 Bylo zjištěno, že SPT je schopný upozornit na přítomnost křehké fáze materiálu daleko 
dříve než standardní zkoušky. SPT je vhodný při zjišťování vlivu anizotropie materiálu u 
polotovarů, kde je výroba standardních vzorků obtížná.  
 Vliv dutin na křivku plastického zpevnění kalibrovanou z tahové zkoušky, která je použi-
ta při simulaci SPT, je větší, než se doposud předpokládalo. 
 Při porovnání výsledků analytických výpočtů Re a Rm pěti vybraných autorů metody tečen 
i sečen nebyl nalezen přístup, který by vykazoval akceptovatelnou přesnost. Odchylky od 
hodnot z tahových zkoušek dosahovaly u Re až 52 % a u Rm 90 %.  
 Technologie přípravy u broušených a vyjiskřených vzorků SPT neměla na výsledky vý-
znamný vliv. 
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 Významným přínosem této práce je provedení inverzní numerické úlohy a získání Re a Rm 
přímo z SPT. Bylo zjištěno, že při znalosti aktuální geometrie nástrojů, vzorku a dosta-
tečně přesně změřeného pohybu razníku je možné dosáhnout akceptovatelné hodnoty Re a 
Rm. Zpřesnění měření pohybu razníku je možné měřením deflexe vzorku, či měřit pohyb 
razníku extenzometrem. Další podmínkou je sevření vzorku bez vůle mezi matricemi po 
celou dobu zkoušky. 
 Numericky byla demonstrována možnost kalibrovat parametry univerzálních kritérií 
upravenou geometrií vzorků SPT zatěžovaných buď penetrací razníkem, smykem nebo 
tahem. 
 Zkouška SPT byla numericky simulována včetně porušení. Bylo zjištěno, že kritéria 
EMC, EMC2 a KHPS predikují porušení jak ve správném místě vzorku, tak při odpovída-
jící deformaci. Směr šíření trhliny je také uspokojivý.  
 
Tab. 26 Rozsah provedených výpočtů 
Typ kalibrace AISI 316L ČSN 412050 P91 
K
ři
v
k
a
  
zp
ev
n
ěn
í Tah 
J-C √ √ √ 
Voce 
√ √ √ 
Tlak √ x x 
SPT √ x x 
K
ri
té
ri
a
 t
v
á
rn
éh
o
 p
o
ru
še
n
í 
  ̅  x √ 
J-C x √ 
Bao-Wierzbicki x √ 
Rice-Tracey x √ 
RTCL x √ 
Xue-Wierzbicki √ x 
KHPS √ x 
Lou √ x 
Bai-Wierzbicki √ x 
EMC √ x 
S
P
T
 
Inverzní úloha x x √ 
Návrh kal. vzorků √ √ √ 
3D analýza √ x x 
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Z dosažených výsledků a nabytých zkušeností lze vyslovit tato doporučení pro další výzkum: 
 U pěchovaných vzorků doporučujeme volit větší výšku vzorku pro snadnější detekci trhliny a 
dosažení většího plastického přetvoření. 
 U vzorků typu motýlek doporučujeme dbát na jakost obráběného povrchu, eliminovat posuvy 
ve směru tloušťky vzorku, vliv tření a využít jiný systém pro měření deformací. 
 Z důvodu nepřesné geometrie a nehomogenit v materiálu by bylo vhodné pro kalibraci para-
metrů kritérií tvárného porušení zohlednit váhové funkce. Při kalibraci je nutná grafická kon-
trola aproximace kalibračních bodů. 
 Kalibrovaná kritéria by bylo vhodné verifikovat dalšími technologickými operacemi. 
 Velkou výzvou je zohlednění teploty do kritérií porušování. Z pohledu energetického průmys-
lu se jedná o velmi atraktivní a doposud málo publikované téma. 
 Pro potvrzení možnosti výpočtu J-integrálu s pomocí SPT je nutné provést experimentální 
zkoušky. 
 
  
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 107 
8. ZÁVĚR 
Všechny cíle této práce byly splněny.  
Pro vyhodnocení mechanických vlastností přímo z SPT byla navržena a odladěna inverzní nu-
merická analýza pro materiál P91 s odchylkou určení Re 2 % a Rm 6 %. 
Navrženým postupem bylo pro vybraný materiál AISI 316L kalibrováno pět „univerzálních“ 
kritérií tvárného porušení (Bai-Wierzbicki, Xue-Wierzbicki, Lou, KHPS a Extended Mohr-Coulomb) 
z velkého množství provedených experimentů. Provedeny byly jednoosé tahové, tlakové zkoušky, 
zkoušky vzorků typu motýlek, NT těles a penetrační zkoušky SPT. Kalibrovaná kritéria tvárného po-
rušení byla verifikována 3D analýzou SPT, mezi vhodná kritéria pro tuto analýzu patří dle výsledků 
kritérium EMC, EMC 2 a KHPS. Okrajově byl studován také materiál ČSN 412050.  
Dosažené výsledky ukazují, že je při znalosti geometrie vzorků a nástrojů a dostatečně přesném 
měření deformace vzorku možné stanovit křivku plastického zpevnění, Re a Rm. Nalezena byla kritéria 
tvárného porušení, která akceptovatelně popisují jak iniciaci tvárného porušení u SPT, tak jeho šíření 
na správných místech. Numerická studie v kapitole 6.4 ukázala možnost kalibrovat parametry univer-
zálních kritérií upravenými SPT vzorky. Pokud se tato studie experimentálně potvrdí, bylo by možné 
získávat nejen mechanické vlastnosti, ale i parametry uplatňující se v lomové mechanice z malých 
objemů materiálu. Což je v současnosti např. u svarů a přechodových vrstev závažný problém. Úska-
lím této metody je homogenita, čistota a velikost zrna materiálu. Pro zobecnění této metody je nutná 
verifikace na jiných materiálech. 
Dle dosavadních zkušeností autora se upravený pětiparametrický konstitutivní vztah Voce jeví 
jako potřebný pro inverzní úlohy, neboť spolehlivě aproximuje křivky zpevnění většiny standardně 
používaných kovových materiálů.  
Pro pěchovací zkoušky byl navržen a odladěn přípravek pro on-line sledování celého povrchu 
vzorku. Přípravek zjednodušuje a zrychluje pěchovací zkoušku bez nutnosti vyjímání vzorku 
s nesníženou schopností identifikovat iniciaci trhliny. Tím je významně zrychlen průběh zkoušky a 
zjednodušeno zpracování měřených dat. Dále byl odzkoušen nově navržený typ vzorku s jamkou, kte-
rý potvrdil vznik porušení při       . Tento poznatek nepotvrzuje teorii Bai [93], [34] a dává 
podmět k dalšímu výzkumu.  
Vliv použité technologie výroby SPT vzorků (broušení či vyjiskřování) na výsledky se nepotvr-
dil. Technologie řezání vyjiskřováním je velmi produktivní a přesná metoda. Prakticky je možné řezat 
finální geometrii vzorku přímo, bez nutnosti dalších úprav. To výrazně zefektivňuje doposud stále 
náročnou výrobu vzorků.  
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Tato práce svým zaměřením pomohla objasnit některé neznámé a přispěla k pochopení chování 
vybraných materiálů při laboratorní teplotě a kvazistatickém zatěžování nejen při víceosém proporcio-
nálním zatěžování. 
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HMH Podmínka plasticity dle autorů Hencky, von Mises, Huber 
I.O. Primární okruh jaderné elektrárny 
ITER International Thermonuclear Experimental Reactor 
J-C Johnson-Cook – model materiálu, kritérium tvárného porušení 
KHPS Kubík-Hůlka-Petruška-Šebek kritérium 
MIT Massachussetts Institute of Technology 
MKP Metoda konečných prvků 
MLR Korekce křivky skutečného napětí – log. přetvoření autorů Mirone, La Rosa 
MMV Materiálový a Metalurgický Výzkum  
NT Notched tube 
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NTD A.S.I. Normativně Technická Dokumentace Asociace Strojních Inženýrů, český standard 
pro navrhování a vyhodnocování komponent energetických zařízení 
OP Okrajové podmínky 
PNAE Ruský standard pro navrhování a vyhodnocování komponent energet. zařízení 
REM Rastrový elektronový mikroskop 
SPT Small Punch Test 
Škoda JS Škoda JS a.s. (jaderné strojírny) 
U.S. NRC U.S. Nuclear regulatory commission Standard review plan 
ÚAM Ústav aplikované mechaniky 
ÚFM AV ČR Ústav fyziky materiálů Akademie věd České republiky 
ÚMVI Ústav materiálových věd a inženýrství 
XFEM Extended finite element method 
 
SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ 
A, Ag, At Tažnost [%] 
          Konstanty pro kalibraci kritéria EWK [-] 
d0 Původní průměr [mm] 
D0 Průměr vzorku v místě vrubu [mm] 
dend Průměr krčku po přetržení [mm] 
Dt Vnitřní vrtaný průměr vzorku [mm] 
E Youngův modul pružnosti [MPa] 
    Lomová energie SPT [J] 
F Zatěžovací síla [N] 
f Součinitel smykového tření [-] 
 ̇ Porozita [-] 
Fe Síla při mezi kluzu zkoušky SPT [N] 
Ff Síla odpovídající Fm*0.8 [N] 
Fm Maximální síla během zkoušky SPT [N] 
   Nukleovaný objemový podíl částic [-] 
G Modul pružnosti ve smyku [MPa] 
   Původní výška vzorku [mm] 
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 118 
   Výška vzorku v místě lomu [mm] 
            Invarianty tenzoru napětí [MPa] 
            Invarianty deviátoru napětí [MPa] 
l Aktuální délka vzorku [mm] 
   Původní referenční délka vzorku [mm] 
Re Mez kluzu [MPa] 
Rm Mez pevnosti [MPa] 
Rp0.2 Smluvní mez kluzu [MPa] 
S Aktuální průřez vzorku [mm2] 
   Původní průřez vzorku [mm
2
] 
   Směrodatná odchylka deformace [-] 
   Homologická teplota [-] 
ue Posuv razníku při Fe [mm] 
uf Posuv razníku při Ff [mm] 
um Posuv razníku při Fm [mm] 
v Rychlost zatěžování [m∙s-1] 
Z Kontrakce [%] 
 ̇  Rychlost redukovaného přetvoření [s-1] 
 ̇  Referenční rychlost přetvoření [s
-1
] 
    Redukované  přetvoření [-] 
  ̅ Lomové přetvoření [-] 
   
Plastické přetvoření na mezi pevnosti / Střední nukleační 
deformace  
[-] 
   Makroskopické redukované plastické přetvoření [-] 
 ̅  Redukované plastické přetvoření [-] 
  Triaxialita napětí [-] 
  Lodeho úhel [°] 
 ̅ Normalizovaný Lodeho úhel [-] 
μ Poissonovo číslo / Lodeho parametr, nebo Poissonův poměr [-] 
  Normalizovaný třetí invariant deviátoru napětí [-] 
            hlavní napětí [MPa] 
     Redukované napětí dle podmínky HMH (von Mises) [MPa] 
VUT BRNO - FSI INŽENÝRSKÁ MECHANIKA PH.D. THESIS 
 119 
     Hydrostatický tlak [MPa] 
    Skutečné napětí z konstitutivního vztahu Johnson-Cook [MPa] 
   Střední napětí [MPa] 
   Aktuální napětí [MPa] 
ω Úhlová rychlost [rad∙s-1] 
 
